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Samenvatting

Deze scriptie gaat over een van de gevolgen van de quantumveldentheorie. Deze theorie lostte een
aantal problemen op, maar creéerde er ook enkele, waaronder een probleem met de energie van
het vacutim. Het doel is om dit probleem te onderzoeken, waarom is het een probleem, hoe kan
dit probleem opgelost worden, waaruit volgt dat dit een vrij groot probleem is dat tot op heden
nog niet is opgelost. Naast de energie van het vacuiim zullen ook o.a. het Casimir effect en de
kosmologische constante besproken worden. De conclusie is dat het verschil tussen de theoretische
waarde en de experimentele waarde van de energie van het vacuiim, een factor ~ 1020, door
verschillende problemen nog niet opgelost is en dat het wellicht wachten is op een complete en
consistente theorie van quantum gravitatie voordat dit probleem echt opgelost kan worden.
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Hoofdstuk 1
Inleiding

Nieuwe theorieén brengen nieuwe ontdekkingen met zich mee. Begin vorige eeuw dacht men nog
dat de natuurkunde bijna af was, we hadden de revolutionaire electrodynamica met de Maxwell
Vergelijkingerﬂ en het enige wat er nog gevonden moest worden was de zogenaamde ” ether”.
Deze werd echter nooit gevonden en toen Einstein in 1905 met zijn speciale relativiteitstheorie [3]
kwam volgden nieuwe theorieén zoals de algemene relativiteitstheorie en quantum mechanica snel.
Deze nieuwe theorieén echter zorgden voor veel nieuwe vragen en nieuwe problemen. Zo bleek
dat speciale relativiteitstheorie en quantum mechanica enkele problemen met zich meebrachten
en deze theorieén werden samengevoegd tot de quantumveldentheorie. De basis in deze scriptie
zal de quantumveldentheorie [4] zijrﬂ Door de quantumveldentheorie zien we echter een nieuw
probleem ontstaan, een probleem wat tot op heden wordt gezien als een van de grootste theoretische
problemen in de natuurkunde, namelijk de energie van het vacuiim.

Klassieke mechanica

In klassieke en quantum mechanica is er geen probleem met de energie van het vacuiim. Toch
zit er al een groot verschil tussen deze energieén. Het vaculim is gedefineerd als de toestand
met de laagst mogelijke energie. We zullen nu de klassieke harmonische oscillator vergelijken met
een gekwantiseerde harmonische oscillator. We beginnen met het actie principe. De functie ¢(t)
beschrijft de bewegingsbaan van een object. Hierbij gebruiken we de actie functionaal

to
Sta0) = [ Lit.ate) (o). . (1)
1

waarbij het extremum van deze functionaal gevonden wordt om de bewegingsvergelijking te bepalen,
om hieraan te voldoen moet de actie reéele waardes hebben en moet het een extremum hebben.
Hierbij is L(t, q(t),q(t),...) gedefineerd als de Langrangiaan van het systeem. Een functionaal
zorgt ervoor dat je een functie kan afbeelden als een getal. Met behulp van deze actie functionaal
kunnen we een bewegingsvergelijking opstellen door een functionele afgeleide te nemen naar ¢(t)
en het extremum te vinden.

0Slg(t)] _ o ["[OL(t,q(t),d(t),) [ d OL(t,q(t),d(1), ..)
o) T /t [ 9q(t) (dt 94(0) )} dt. (1.2)

Hieruit volgt de Euler-Lagrange vergelijking

OL(t,q(t),q(t),.)  d OL(t.q(t),q(t), ...
9q(t) dt 94(t)

en dit is de bewegingsvergelijking voor een systeem dat beschreven wordt door een Langrangiaan.

=0 (1.3)

IEr zijn meerdere interessante boeken hierover te vinden zoals het boek van Griffiths [T] of Jackson [2].
2Een goede basis voor quantum mechanica is te lezen in een boek van Griffiths [5].



Aan de hand van de Euler-Lagrange vergelijking kunnen we de klassieke harmonische oscillator
bekijken. Deze kan beschreven worden aan de hand van een Lagrangiaan en daaruit kan vervol-
gens de bewegingsvergelijking opgelost worden. De Lagrangiaan van een klassieke harmonische
oscillator is

. 1 )
L(t,0,4) = 5 (md* — mw?q?) . (1.4)

We zien dat deze Lagrangiaan niet expliciet van de tijd athangt en m is de massa en w is de
frequentie. We zien dat hieruit de volgende bewegingsvergelijking volgt

G+uwq=0 (1.5)
en de vacuiim toestand van de oscillator is de toestand zonder beweging, dus ¢ = 0. Zoals we zien
is dit een oplossing van de Euler-Lagrange vergelijking met de randvoorwaarden ¢(0) = ¢(0) = 0.
Hamiltoniaan formalisme

Naast de Lagrangiaan is het ook handig om de Hamiltoniaan te gebruiken, we zullen zien dat
we in de quantumveldentheorie voornamelijk de Hamiltoniaan gebruiken voor berekeningen. We
passen een zogenaamde Legendre transformatie toe waaruit we de impuls p als volgt definiéren

OL(t,q,q)
a4 '

p (1.6)

Uit de klassieke Lagrangiaan volgt dan dat p = mq en ¢ is de snelheid v waaruit we de Hamiltoniaan
krijgen
21

. . p
H(p.q,t) = [pd = L(t, 4, )y = 5 - + 5mw’a” (1.7)

We zien dat deze functie bijna gelijk is aan de Lagrangiaan, alleen is de Lagrangiaan L =T —U en
de Hamiltoniaan is H = T+ U waarbij T de kinetische energie is en U de potenti€le energie. Een
voordeel van de Hamiltoniaan is dat je niet meer te maken hebt met een differentiaal vergelijking.
Omdat H(p,q,t) = pg — L(t,q, ) kunnen we een Hamiltoniaan actie definiéren als volgt

Sulp(t), a(t)] = / " [pd — Hp, g, 1)) dt (18)

Hieruit kunnen we, equivalent aan de Lagrangiaan, een bewegingsvergelijking opstellen door de
functionale afgeleide naar p en q.

oS 0 0 OH

= T pi——H=0 = — 1.9

op ot ap T 49
to

58 0 B B) OH

oo Y _ = dygdt — — | Hdt — p = ——— 1.10

54 aqpqt aq | P aq/ p 9 (1.10)

We zien dat bij (1.9) een voorwaarde is dat ¢ onathankelijk is van p. Bij (1.10) zien we dat we
gebruik hebben gemaakt van partiéle integratie en dat de functie pg verdwijnt door de voorwaarden
van de integraal. Verder zien we dat een voorwaarde is dat p onafhankelijk is van q.

Quantum mechanica

We hebben de Hamiltoniaan geintroduceerd, omdat we deze Hamiltoniaan gaan kwantiseren. Dit
doen we door de variabelen ¢(t),p(t) om te zetten in de operatoren §(t), p(t). De Heisenberg’s
onzekerheidsrelatie vertelt ons dat het fysisch onmogelijk is om plaats en impuls tegelijkertijd te
meten en daardoor kunnen we ¢ en p uitdrukken via een commutatie relatie

[4(t), p(t)] = ih. (1.11)



We kunnen de operatoren ook op een golffunctie laten werken en daaruit volgt

. N
@W=qb, pp= zﬁaq- (1.12)

We zetten de Hamiltoniaan om in een operator H=H (p,4,t) en vullen de operatoren p en ¢ in
(1.7) waaruit we de volgende Hamiltoniaan operator krijgen

B 1,

H=———"_4+°= 1.13
2m dg? + g (1.13)
en deze operator laten we op een golffunctie werken
. R d%yp 1
Ho = B — — Zmw2a®. 1.14
Y= B =gy ey (1.14)

Het eerste deel van deze vergelijking betekent dat de energie de eigenwaarde is van de Hamiltoni-
aan. Dit betekent dat we deze energie op de volgende manier kunnen berekenen

Hip) =Elp) — (W|H}p) = E{W|y) = E. (1.15)

Nu zijn er 2 manieren om de energie van het vacutim te berekenen. Men kan dat doen aan de hand
van de golffunctie van de grondtoestand, er is echter nog een tweede simpelere manier, namelijk
door de Hamiltoniaan op te schrijven met behulp van de annihilatie operatoren G, en a_. Deze
zijn als volgt gedefiniéerd

1
ayr = ——— (Fip + mwq) (1.16)
2hmw

en vervolgens kan je de Hamiltoniaan opschrijven als

H = hw (a+a_ + ;) . (1.17)

Het handige aan de annihilatie en creatie operatoren is dat de golffunctie er gemakkelijk mee te
berekenen is. De operatoren werkend op de grondtoestand is zo bepaald dat

a_¢0 =0 (118)

((\l/—"—%nipo = ¢n (119)

waarbij A,, de normalisatie factor i&ﬂ Aangezien dit altijd geldt voor de grondtoestand, kunnen
we nu vrij makkelijk de energie van het vacuiim berekenen, want dat is

o = hw (a+a_ i ;) o = Ly (1.20)

en hieruit volgt dat de laagst mogelijke energie van een harmonische oscillator in de quantum

mechanica gelijk is aan

E = %hw (1.21)

en dat is dus een eindige waarde, maar wel een heel andere waarde dan in de klassieke theorie.
Nu zal de quantumveldentheorie onder de loep genomen worden, deze theorie heeft wel degelijk
een groot probleem met het bepalen van de laagst mogelijke energie. Ook zal vanaf nu gewerkt
worden met i = ¢ = 1

3Een bewijs hiervan kan gevonden worden in [5].
4zie appendix [A| voor de standaard notatie die gebruikt wordt.



Hoofdstuk 2

Quantumveldentheorie

Quantumveldentheorie is een theorie die speciale relativiteitstheorie en quantum mechanica bij
elkaar voegt. Het probleem van het oneindige vacuiim energie volgt uit het feit dat een veld in
de quantumveldentheorie bestaat uit oneindig veel harmonische oscillatoren. Zoals we net zagen
in formule heeft elke harmonische oscillator een minimum energie die niet gelijk is aan nul.
Dit zorgt voor een groot probleem omdat een oneindige vacuiim energie de ruimtetijd oneindig
zou moeten krommen (volgens de algemene relativiteitstheorie) maar dit nemen we niet waar. Er
is dus iets dat ervoor moet zorgen dat deze waarde niet oneindig wordt.

In dit hoofdstuk zullen een aantal belangrijke aspecten geintroduceerd worden, zoals velden,
mode expansie, nulpunts energie. Om de berekeningen te versimpelen gaan we ervan uit dat het
veld ¢ een reéele scalar veld is.

2.1 Van harmonische oscillatoren naar velden

2.1.1 Een collectie van harmonische oscillatoren

Voor verder te gaan met velden, zal er eerst gekeken worden naar een set van harmonische os-
cillatoren. Dit gebeurt zodat later duidelijk wordt waarom een veld vergeleken mag worden met
oneindig veel harmonische oscillatoren. We gebruiken de actie van en de Lagrangiaan zoals
. Deze formules gelden voor één harmonische oscillator, nu generaliseren we dit tot N har-
monische oscillatoren

N
Slgi] = ;/; (4% — wiq?) dt. (2.1)
Nu quantiseren we de harmonische oscillatoren en gebruiken de standaard commutatie relaties
[Gi, D) = 10355 [Gs, 45 = [Pispj] = 0 (2.2)
en voeren analoog aan de annihilatie en creatie operatorerﬂ in

1

At R o

a; = Nem (Fips + wids) (2.3)
en we gebruiken de vacuiim toestand |0, ..., 0), dit is de eigenvector van de annihilatie operator a;
met eigenwaarde 0.

a;00,...,0) =0 (2.4)

1De operatoren zijn tijd afhankelijk, maar in dit geval gebruiken we alleen tijd onafhankelijke operatoren. De
relatie tussen de tijd afhankelijke en onafhankelijke is dii (t) = diiei“"it.


Dalen
Markering

Dalen
Markering


Echter, de creatie operator kan, analoog aan (1.19)), geschreven worden als

< (i)
lH \/177 ] 0,...,0) = |n1,...,nN) (2.5)

en aangezien |0, ...,0) de vacuiim toestand is kunnen we deze ook korter noteren als |0).

2.1.2 De actie functionaal van een veld

Nu voeren we een veld in. Een veld is een functie athankelijk van de ruimte-tijd, ¢(Z, ), wat ook
genoteerd kan worden als een viervector ¢(z#). We kunnen een actie S[¢] opschrijven door een
algemenere vorm van formule te nemen en ¢; te vervangen door het veld ¢(Z,t). Door dit
te doen, veranderen we dus de actie van een set met N harmonische oscillatoren door een actie
met een veld. In de nieuwe actie vervangen we de sommatie door een integraal over alle ruimtes,
f d3Z, waaruit blijkt dat één veld beschouwd kan worden als een set van oneindig oscillatoren. De
actie voor een veld ¢ is dan

il = 5 [an ([ @zian - [@eaqown s mn) (26)

waarin M (Z, ) een functie is die de koppeling tussen de velden ¢(Z,t) en ¢(¥,t) beschrijft, in actie
was de matrix M,z aanwezig maar deze kon door een codrdinaten transformatie geschreven
worden als M;; = (%w? . De actie moet voldoen aan het feit dat het een lokale functie is van het
veld en zijn afgeleides, dat betekent dat het veld of zijn afgeleides alleen van een variabele mogen
afhangen, ¢(z#) en niet van meerdere variabelen ¢(z* — y#), dit omdat lokale acties een stuk
simpeler zijn dan niet lokale acties en de lokale actie al Poincaré invariant is. Een relativistische
actie moet invariant zijn onder transformaties van de Poincaré groeﬁﬂ De simpelste actie voor
een scalar veld die voldoet aan Poincaré-invariantie heeft M (Z, ) = [—VZ + m?| §(Z — §) waaruit
volgt dat de actie functionaal voor een scalar veld is

Stol = 5 [ e [ (0,0)(0,0) ~ m?e?] (27
_ %/de dt [& —(Ve) - m2¢2] (2.8)

waarbij n*¥ de Minkowski metriek is appendix van een vlakke ruimte-tijd. Zoals we al
in zagen kunnen we de Langrangiaan van het systeem opschrijven, maar wat in dit geval
eenvoudiger is, omdat de Langrangiaan een integraal bevat over de ruimten, om de Langrangiaan
dichtheid te definiéren.

S[¢] :/Ldt:/c(a;,aM(p) dt 32 — L:/E(d),aﬂqb) A3z (2.9)

We hebben de actie (2.7), daaruit kunnen we een bewegingsvergelijking opstellen voor het veld ¢.
Dit doen we door de functionele afgeleide te nemen naar ¢. Dit gebeurt op dezelfde manier als in
2. ; ,
L L

5S[¢] = /d4x [5¢+ — ¢] 2.10
De tweede term met de afgeleiden komt voor, omdat als je het veld verstoord met d¢, dan zullen
ook de afgeleiden van het veld, d,¢ verstoord worden. We willen een term overhouden aan de
rechterkant die alleen van d¢ athangt, de tweede term met ,¢ kan omgeschreven worden tot

2Deze beschrijft de 4 translatie en 3 rotatie symmetrieén en de 3 ”boosts”, oftewel de lorentz transformaties.



9 (0,¢) waardoor we krijgen

/d4 [ 5+ (8f¢) (8,@)] (2.11)

= [ @ (500 (Gge) ~ (5. %) (212

In de middelste term staat een gehele afgeleide, de integraal over een afgeleide kan geschreven
worden als de functie zelf met de ingevulde randvoorwaarden.

’ oc o |
/ " 0, (a@m) 5¢> =500,

De randvoorwaarden worden zo gekozen dat deze term nul wordt, waardoor het volgende overblijft

(2.13)

5S[¢] = /d4 Bi (3#825@”5(;5 (2.14)

waarbij (2.16]) de bewegingsvergelijking is, analoog aan de Euler-Lagrange vergelijking ((1.3)). Uit de
actie (2.7]) kan vervolgens de Langrangiaan dichtheid gehaald worden waaruit de bewegingsvergeli-
jking volgt.

L= 5 (1" (0u0)(D0) — ) (217)
oc oc .
5 2 (3.91) = O+ 00 =

waarin O (A.18) de d’Alembertian is en (2.18)) de bekende Klein-Gordon vergelijking is. Dit is een
relativistische vergelijking en deze kan geschreven worden (in (#,t) codrdinaten) als ¢ — (V¢)2 +
m?2¢ = 0. Verder kan een Hamiltoniaan gemaakt worden, door een impuls 7(Z,t) te definiéren en

net als in (|1.6) is deze impuls

OL(9,¢) _ OL(¢,8,0)
60(Z,1) 99(Z, 1)
en daaruit volgt vanuit de klassicke Hamiltoniaan (1.7)) waarbij een Hamiltoniaan dichtheid gedefiniéerd
kan worden.

n(Z,t) = = $(Z,1) (2.19)

H= [ n(Zt) §(Z,t) d®F — L (2.20)
- ;/d% 72+ (Vg)® +m2¢2] (2:21)
H=n(it) o t)— L (2.22)

We quantiseren het veld door de operatoren qg(a_c', t) en 7(Z,t) in te voeren en de daarbij horende
commutatie relaties net als in (1.11])

6@ 0,70 =io@—g); 9@, 0)] = (@0 7@ =0. (223

Nu kan het veld ¢(Z,t) opgeschreven worden alsof het een harmonische oscillator is ¢z(¢) op een
codrdinaat . Om dit te doen kan je de harmonische oscillatoren ¢z(t) los koppelen van het veld
¢(Z,t), dit gebeurt door middel van een Fourier transformatie. De Fourier getransformeerde van
het veld ¢(Z,t) noemen we de mode ¢(t).



2.2 De modes van het veld

We beginnen door de modes te ontkoppelen van het veld door een Fourier transformatie toe te
passen.

3_' oo

o(Z,1) :/(;T)];Qe“f'%,g(t) (2.24)
33—7* o

¢5(t) Z/(;)B/ze"’“%(f,t) (2.25)

Zometeen zal blijken dat het erg handig is om met de modes ¢;(t) te werken. De Klein-Gordon
vergelijking (de bewegingsvergelijking van het veld) zal er voor de modes uitzien als

(Zz +k2+m ) ¢p(t) = 0. (2.26)

We zien dat, als we deze bewegingsvergelijking vergelijken met (1.5]), dat de modes een frequentie

hebben van
wk = VE2 +m2. (2.27)

De complex geconjugeerde van de mode ¢z (t) is

3%
Pz (t) :/(;T)s/zemaﬁ*(fyt) (2.28)
BT iz
=/(27T)3/26”“'“¢(f,t) =¢_z(t) (2.29)

waaruit volgt dat we |¢z(¢)[* kunnen schrijven als ¢z(t)¢_z(t). Hierdoor kan de actie (2-8) uitge-
drukt worden via de modes.

- / dt d°F (dgb_— w2056 ) (2:30)

De modes ¢;(t) worden door de quantisatie ook operatoren ég(t) en de bijbehorende impuls 7 (t)

wordt ook een operator 73 (t). Hieruit kan de commutatie relatie tussen gZA)E(t) en 7p(t) afgeleid
worden.

|97, (1), 77, ()] = 05, (0, () — A7, (097, (1
- [ e ) (3600707 - 2706050
_ / dj;‘rd;ﬂez(a #+529) 5 (7 — )
- z/ (;i??ge—iﬁ'(’gﬁ’?z) = i6(E1 + ka) (2.31)

De commutatie relatie is dus [(;ASEI (), 7z, (t)} — i6(Ky + K2) met een + teken in plaats van een -

teken zoals we bij (2 zien. Stel dat in dit geval k1 en ko gelijk aan elkaar zijn, ki = E27 dan
krijgen we dus uit de commutatie relatie 5(2k‘1) in plaats van 4( 0 Om toch een commutatie
relatie op te stellen waarbij 6(0 ) uit komt als k1 = kg, dan krijgen we

|07, (0. 7 _g, ()] = i6(Fy — Fa). (2.32)

3wat naar oneindig gaat, wat wil zeggen dat je te maken hebt met de onzekerheidsrelatie van Heisenberg; bij
een deeltje kan nooit tegelijkertijd de plaats en impuls precies bekend zijn.

10



We introduceren de annihilatie en creatie operatoren zoals in (2.3))

N 1 i 5
ag(t) = oo (¥27r¢,; +wk¢¢g) . (2.33)

Deze operatoren zijn tijdsathankelijk en zijn te schrijven als tijdsonafhankelijke operatoren door de

relatie &g(t) = d%ﬂ (0)et™*? waarbij de tijdsonafhankelijke operatoren voortaan genoteerd worden

als a=. We werken hier alleen met de tijdsonafhankelijke operatoren en deze voldoen aan de
commutatie relaties.

a0t ] = gy Lo ([mdic ] + [ o))}

1 I I I
=2 (5(—1<:2 k) 4+ 8k — k:g)) — 5(F1 — o) (2.34)
De andere commutatie relaties zijn [d; ,d]g } = [dg ,dg } = 0. We postuleren de vacuiim toestand

als |0) zodanig dat a= |0) = 0 voor alle k. Equivalent aan 1) kan de creatie operator op de
vacuiim toestand werken.

H@) 0) = |n1, ...) (2.35)

S

Deze formule geldt per mode k. Hier zien we terug dat een veld vergeleken mag worden met een
set van oneindig harmonische oscillatoren. De toestand |nq,...) beschrijft de aanwezigheid van ng

deeltjes met een impuls ks. De Hamiltoniaan 1) kan door de modes beschreven worden
1 o .
= /d3k [rer gz +wided ] (2.36)
wat omgeschreven kan worden met behulp van de annihilatie en creatie operatoren tot
T 3p Wk (At | Ata—
H—/dk: 5 (aEaE—i—aEaE) (2.37)
en deze formule is, met behulp van de commutatie relatie (2.34)), dan
fr_ 37 Wk [[o— At e
H—/d k 5 {[GE’GE} +2aEaE}
- 1.~
_ |3 N
_ /d R wk <aE i + 25(0)) . (2.38)

Deze Hamiltoniaan geldt voor een vrij scalar veld en zal zo handig blijken om het vacuiim energie
te berekenen.

Mode expansie

Er is een kortere manier om velden te quantiseren. Dit gebeurt door middel van mode expansie.
Zoals eerder al gezien is, zijn de annihilatie en creatie operatoren uit te drukken in 9515 en 7. Nu
kan dit ook omgedraaid worden; de operatoren (;ASE en 7z zijn uit te drukken in de annihilatie en
creatie operatoren. Vanuit volgt dat

- 1

Bit) = (age*wkf + ajgewkt) (2.39)

2w
% (—&%eii‘”’“t +&J:E6iwkt) (2.40)

11



waar de e-machten ervoor zorgen dat het tijd afhankelijke functies zijn. Hieruit kan vervolgens
het veld ¢(&,¢) berekend worden door (2.24)).

= &k e 1 A —iwpt | At dwpt
¢(m7t)—/(2w)3/2e m(%e +ate ) (2.41)

Deze relatie wordt de mode expansie van het veld ¢(Z,t) genoemd.

2.3 Energie van het vacuiim van een vrij scalar veld

De energie van het vacuiim kan berekend worden aan de hand van de Hamiltoniaan . Met
een vrij scalar veld wordt bedoeld een scalar veld zonder gravitatie en potentiaal mee te nemen
in de berekening. We hebben immers een actie gebruikt waar gravitatie niet in voor kwam, maar
gravitatie is een onderwerp wat later aan bod komt. De energie wordt net zoals in berekend.

Eo = (0]E]0) = (0] /d3Ewk (a:ak + ;5(6)) 10)
— /d?’Ewk <<0|agag|o> + <0|;5(6)|o>> (2.42)

Aangezien de annihilatie operator werkend op een vacuiim toestand een eigenwaarde van 0 heeft,
wordt de eerste term 0 en valt deze weg. Dan blijft de term §(0) over.

Ho = % / &3F b (0) (2.43)

In deze formule zitten twee problemen. Het eerste probleem is de term § (6) De delta functie kan
met behulp van een Fourier transformatie geschreven worden als

(k1 — k) = / (;ljjg e~ iE (F=F2), (2.44)

Stel nu dat geldt dat ki = ko, dan is 6(0) = Ik (gngB en aangezien deze integraal gaat over alle

mogelijk waarden voor Z, zal deze §(0) naar oneindig gaan.

Het tweede probleem dat we tegenkomen in || is de rest van de integraal; [ Bk wk. Deze
integraal zal divergeren, want als we [ Bk opschrijven in sferische coérdinaten, dan krijgen we

/d3Ewk = /zm? wy dk = /4771@2 Vk2 +m2dk (2.45)

De grenzen van deze integraal loopt van 0 naar oneindig, we zien dat deze integraal divergeert
met ~ k. Het eerste probleem is echter te verhelpen. De §(0) geeft aan dat we met een oneindige
ruimte te maken hebben. Deze ruimte vervangen we door een volume # en nemen hiervan de
limiet naar oneindig. Hierdoor krijgen we de energiedichtheid.

. By 1 [ d%
lim — == [ —= 2.4
Iy 2/ @) (2.46)
> 1
:/ 7 )2k2 VE2 +m?2dk (2.47)
0 s

Het tweede probleem kan vermeden worden door een cutoff A, in te voeren, een limiet tot waar
onze fysica bekend is. We nemen voor deze limiet een waarde waarvoor we veilig kunnen stellen
dat A. > m waardoor de energiedichtheid die overblijft gelijk is aan

A4
lim — ~ —%.
Ve VO 1672

(2.48)
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We kunnen nu in principe een willekeurige cutoff pakken, echter we moeten naar de fysica blijven
kijken van het probleem; we bekijken de energie schalen tot waar de huidige theorieén werken.
Er zijn verschillende mogelijkheden [25], zoals de ’quantum chromodynamics’ (QCD) schaal van
Aqcep = 0.3 GeV, of de schaal van de grand unified theory, Aqur = 1016 GeV. We weten dat de
cutoff in ieder geval groter is dan tot waar de theorie experimenteel bevestigd is, dus A; > Acxp,
waarbij Aexp het punt is waarop de theorie bevestigd is door experimenten. Voor het vacuiim
kiezen we de cutoff op die energie waarvan we denken dat tot daar de quantumveldentheorie nog
geldig is, de planck schaal, boven deze energie is er een theorie van ’quantum gravity’ nodig om dit
soort energieén te beschrijven. Om de waarde te bekijken van deze planck schaal keren we terug
naar SI eenheden, we gebruiken de planck constante 7, de snelheid van het licht ¢ en de Newton
constante Gﬂ Vervolgens krijg je de planck energie

Ao =E, = My* = (ZC) ®=1,2-10" GeV. (2.49)

Let op dat 1,6 - 10710 J gelijk is aan 1 GeV. Hieruit volgt dat de energiedichtheid gelijk is aan

Y

— 74 4
Jim e 2 =1,3-107 GeV, (2.50)

Dit is een enorm getal, de maximale waarde die we Verwachterﬂ [6] is ~ 10747 GeV*. Dit scheelt
ongeveer een factor ~ 102!, De energiedichtheid van 1,3-107* GeV* zou moeten leiden tot sterke
gravitationele effecten, we nemen deze echter niet waar. Als we een andere cutoff zouden kiezen,
zoals die van QCD, dan krijgen we al een andere waarde voor de energiedichtheid, namelijk

4
AGen

oz =01 107° GeV* (2.51)
s

AC = AQCD = 0.3GeV —

maar zelfs dit scheelt nog een factor ~ 1042, terwijl we weten dat de QCD werkt en dus een
bijdrage levert aan de vacuiim energiedichtheid, dus hoe kan de energiedichtheid van het vacuiim
nou zo klein zijn. Het oplossen van dit probleem is een van de grootste theoretische problemen.

2.3.1 Oplossing voor een vrij scalar veld

We bekijken het vrije scalar veld. Ondanks het grote probleem van de vacuiim energie, zijn er
geen problemen zolang we gravitatie buiten beschouwing laten. Dit komt doordat we in theorieén
zonder gravitatie (quantum mechanica, quantumveldentheorie) alleen geinteresseerd zijn in energie
verschillen en niet in de absolute waarde van de energie. Energieén van een hoger gelegen toestand
kan geschreven worden als E = Ey+ ) nswy,, waardoor de Ej term wegvalt als je twee energieén
met elkaar vergelijkt. Hierdoor wordt de Hamiltoniaan hergedefinieerd als

= /d3Ewk (aZai) (2.52)
waardoor het vacuiim energie verandert in

Eo = (0| |0) = /d3kwk<o|aga 10) = 0. (2.53)
Dit noemen we ook wel 'normal ordering’. De energie wordt nul, wat zou mogen, als we alleen
kijken naar energie verschillen. Zodra we gravitatie erbij betrekken, mag dit niet meer, omdat een
aanwezige energie de ruimte-tijd kromt. Zodra we dus gravitatie erbij voegen, komt het probleem
van de veel te grote energiedichtheid weer terug. Nu zal eerst een van de voorspellingen van de
quantumveldentheorie aan bod komen, het Casimir effect.

4De gebruikte waarden zijn terug te vinden in de Appendix
5Dit is eigenlijk de waarde voor de kosmologische constante, echter de energiedichtheid van het vacuiim geeft
een contributie tot deze kosmologische constante, meer hierover in hoofdstuk 4.
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Hoofdstuk 3

Het Casimir effect

Een van de meest opzienbarende voorspellingen van de quantumveldentheorie is het Casimir effect.
In 1948 schreef H. Casimir een artikel [7] waarin hij, naar aanleiding van een vorig artikel van hem
samen met D. Polder [§], de aantrekkingskracht berekende van twee ongeladen, geleidende platen.
Deze kracht kan alleen verklaard worden door de velden van de nulpuntsenergie van het vacuiim.
Een simpele redenatie hiervoor is dat zowel binnen als buiten de platen quantumfluctuaties optre-
den. Echter door de randvoorwaarden van de platen kunnen er tussen de platen alleen velden zijn
die een geheel aantal keer passen. Hierdoor worden de langere velden buiten gesloten, die wel in
het vacuiim buiten de platen voorkomen. De structuur van de quantumfluctuaties verandert dus
en dat zorgt voor een energie verandering AFE van de vacuiim energie. Deze AFE is afhankelijk
van de afstand L tussen de platen. Door deze AFE zullen de platen dichter bij elkaar willen gaan
staan en dat staat bekend als de Casimir kracht.

F(L) = —C;LLAE(L) (3.1)

,;":? =

VACUUM N .
= 4
FLUCTUATIONS ]

CASIMIR PLATES L~

Figuur 3.1: Het Casimir effect; de platen zorgen ervoor dat de velden 0 zijn op de oppervlaktes van de
platen, hierdoor veranderen de quantumfluctuaties en is er een AFE ten opzichte van het nulpuntsenergie,
waardoor er een kracht ontstaat.

In de volgende secties worden zowel het 141 dimensionele als het 3+1 dimensionele geval
besproken, dit omdat er gebruik gemaakt wordt van bepaalde technieken die in beide gevallen aan
bod komen. Ook wordt het duidelijk in beide gevallen waarom de energie van het vacuiim niet
makkelijk te berekenen is en er dus een mooie analogie tussen beide berekeningen is.
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3.1 1+1 dimensies

Om de berekening wat te versimpelen nemen we aan dat het veld ¢(¢, x) in een 1+1 dimensionele
ruimte-tijd geen massa heeft en een scalar veld is. Verder schrijven we de vectoren ¥ = x en
k=k op, aangezien we het 1+1 dimensionele geval bekijken. We hebben 2 platen, een plaat
op x = 0 en een plaat op x = L, dus 0 < & < L en we hebben hierdoor de randcondities
P(t,x)[z=0 = 0 en ¢(t,x)|z=r, = 0. De bewegingsvergelijking voor velden is gegeven door de
Klein-Gordon vergelijking ¢(t,z) — V2¢(t,x) + m?¢(t,x) = 0 en omdat we aannemen dat ¢(t, )
massaloos is, verandert de vergelijking tot 92¢(t, z) — 024(t,z) = 0. De algemene oplossing voor
deze functie die aan de randvoorwaarden voldoet wordt gegeven door de volgende functie.

oo
. . nm
_ A e Wwnt L B oiwnt)gj : — 3.2
x) Z::l( n€ ne ) sinwpr; wy 7 (3.2)
Vervolgens quantizeren we het veld ¢(t,2) door middel van mode expansie. Echter, omdat niet
alle modes mogelijk zijn door de randvoorwaarden, ziet de functie er iets anders uit dan we eerder
(2.41)) gezien hebben. De functie die we krijgen is dan

t 1. \/72 smwn A_ _lwn +a A+ zwnt) (33)

Door gebruik te maken van de commutatierelatie [d,,,, @;"] = d,,, kan vervolgens de nulpuntsenergie

per lengte berekend worden. We weten dat de totale nulpuntsenergie gelijk is aan <O|H |0), dus de
energie per lengte wordt dan

c0(L) = (0|0} (3.4)

waarbij de H berekend kan worden door de bewegingsvergelijking en die is dan

1t 26t )\"  [od(t, )\
H:§/0 iz ( - ) +<8x> . (3.5)

Vervolgens berekenen we (0| H|0) en gebruiken we

(0l @y [0) = dmn s (0lay,, 4y |0) = (Olay,, 4, |0) = (0|, 4, |0) = 0. (3.6)

Voor veld ¢ in de Hamiltoniaan vullen we de gevonden gf) in die we gevonden hebben via mode
expansion (3.3) waardoor we het volgende vinden

: IREP IS
(0| H|0) = 5/0 Zz::% sin wy,x + cos® wyx an (3.7)

Als we deze vergelijking vervolgens invoeren in (3.4]) zien we dat we de volgende uitdrukking
overhouden

co(L) = <O|H\0 QLZ Z%Zn. (3.8)
n=1

Nu hebben we een uitdrukking voor de energiedichtheid, we willen nu nog een uitdrukking vinden
voor Ae zodat we uiteindelijk de kracht F' tussen de platen kunnen berekenen doordat LAe = AFE.
Deze Ace is niets anders dan de vacutim energiedichtheid af te trekken van de energiedichtheid
tussen de platen . De vacuiim energiedichtheid kunnen we beschouwen als 2 platen op een
oneindige afstand, dus als je de limiet neemt van de energiedichtheid tussen de platen

Eog = Lll_}H;Q €O(L) (39)
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waardoor de functie ontstaat
Ae =¢go(L) —eg =g — lim go(L). (3.10)
L—oo

Door middel van regularisatie is het mogelijk om de Ae te berekenen, hiervoor is renormalisatie
voor de termen &g en limy,_, o, €9(L) nodig.

3.1.1 Regularisatie en renormalisatie

Het probleem bij de functie hierboven is dat je twee oneindige termen van elkaar aftrekt. Beide
hebben tenslotte een som die divergeert, dus dat moet opgelost worden om een eindig getal eruit
te krijgen. Dit doet men met behulp van twee technieken; regularisatie en renormalisatie. Bij
regularisatie zorgt men voor een extra parameter in de functie, waardoor de functie eindig wordt
tenzij de parameter op 0 ingesteld is. Dit wordt ook wel een cutoff genoemd. Na regularisatie
bekijkt men het asymptotische gedrag van de functie bij kleine waarde van de cutoff parameter
(men neemt het limiet van de cutoff parameter richting 0). Renormalisatie zorgt er vervolgens
voor dat de divergerende termen weggelaten kunnen worden (mag alleen als er een goed fysisch
argument achter zit). Na de renormalisatie zet men de cutoff parameter op 0 en houdt men alleen
eindige termen over. Een geschikte cutoff wordt gekozen op basis van fysische argumenten.

In dit geval kiezen we een cutoff van e~Z  omdat 7+ evenredig is met w,. Hierdoor krijgen
we de volgende functie

T <=~ _na T 0 = _no
EO(L,a):ﬁ;ne 2 :—ﬁa—a;e L
om0 1 o e T
 2L0al—e"T 2L2 (1—- e—f)z
us 1 us 1
- = 3.11
27 (5t —e~7%)?  8L%sinh® 5} (311
De middelste stap is makkelijk te zien als je () = ef(%)n stelt en de serie Zio:o 2" = 1;

gebruikt. Als je de limiet neemt van a@ — 0 kan je de uitdrukking expanderen in een Laurent serieﬂ

s 1 s T
L — = ) 2 . 3.12
50( 70[) 8L2 Sinh2 202 20(2 24L2 =+ (Oé ) ( )

We zien dus dat we een eindige term overhouden, namelijk —57. Nu kunnen we Ae berekenen
door

. . T
Ae = Ol}g}) [eO(L, a) — LILH;O eo(L, )| = ~ iz (3.13)
De Casimir kracht tussen de platen is dan
d T

en omdat het teken negatief is, is het dus een kracht die ervoor zorgt dat de platen aangetrokken
worden. Om een experiment te kunnen bedenken met betrekking tot het Casimir effect, zullen we
de kracht moeten berekenen in 3+1 dimensies.

1 Als je niet bekend bent met Laurent series raad ik je aan Kreyszig’s Advanced engineering mathematics [9] te
raadplegen, maar er zijn vast nog voldoende andere boeken over dit onderwerp.

16



3.2 3+1 dimensies

In 341 dimensies gebeurt eigenlijk hetzelfde, de energie van het vacutim wordt afgetrokken van
de energie tussen de platen; AE = 2 (Y wy), — 2 (X wy),. We berekenen in dit geval de kracht
per oppervlakte van de platen en we gebruiken dat

O<zr<a, O<y<a O0<z<L

waarbij de platen dus in de xy-vlak liggen. We definiéren w,, analoog aan de 141 dimensies,

waaruit volgt
T 2 T 2 T 2
“’":\/ (Gne) +(Gm) +(77) (3.15)

Verder kunnen we w,, opschrijven als functie van het golfgetal k.

an_z<,/kg+k§+2§: k§+k2+LG2>. (3.16)

k=0 n=1

Hierboven veranderen we van n naar golfgetal k, waardoor we ook de k£ = 0 term mee moeten
nemen. We gebruiken vervolgens dat k. opgeschreven kan worden als 7n en het gesommeerd
wordt over n waardoor de nulde term 0 is, we laten echter wel gewoon de k; en de k, staan. Er zit
een factor 2 in de tweede term, omdat alle k,, ky, k. corresponderen met 2 staande golven, tenzij
een van de n gelijk aan 0 is, dus daarom komt er een factor 2 bij voor de sommatie van n = 1. De
sommatie over k mag vervangen worden door een integraal over k omdat er gesommeerd wordt
over oneindig veel mogelijkheden en deze integraal over k mag vervangen worden door een dubbel
integraal over k; en k,. Hierdoor krijgen we dat

1
52‘*’ w/ /[ ’““"“Z 24K+ T

De factor ;= is een oppervlakte term die erin komt omdat we het over platen hebben. Vervolgens
1ntroduceren we poolcodrdinaten r en ¢ en voeren we een notatie in voor de som van 0 tot oo
terwijl de nulde term met % vermenigvuldigd moet worden. Deze som noteren we als Zf:(o)p

zodat we krijgen
*an— 27r Z / \/7“2+—n2rd7“ (3.18)

Voor de nulpuntsenergie zijn er geen beperkmgen wat betreft n, dus mogen we deze som ook
opschrijven als een integraal, waardoor we de volgende uitdrukking krijgen

a2
AFE = p Z / A2+ —nQ rdr — / / \/r?+ —n2 rdrdn| . (3.19)

=(0)1

dkpdk,. (3.17)

Vervolgens voeren we een cutoff functie in, zodat de term die hierboven staat berekend kan worden.
Deze cutoff wordt ingevoerd met de volgende redenatie: voor korte golven (X-rays etc.) zijn de
platen nauwelijks een obstakel en zullen de golven onverstoord verder gaan, alsof ze in het vacuiim
zitten. Aangezien A\ ~ % willen we dus een functie die voor kleine golflengtes (en dus grote
golfgetallen) naar 0 gaat, dus ﬁ — o0, dan f(k/km) — 0. Vervolgens passen we ook nog een
L3r2
7\'2

transformatie van variabele toe; u =

AE Z/ Vn2 4+ u f(m\/n? + u/Lky,)du— (3.20)

n=(0)1

/0 /0 V2 + u f(m/n® + ) Ly )dudn).
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Doordat de factor 2—2 uit de integraal is gehaald en du = 25 " dr zien we de voorfactor ontstaan. De
laatste stap die vervolgens gemaakt wordt is dat er gebruik wordt gemaakt van de Euler-Maclaurin

formuld?

.- > 1 1w
PIECE [ P =~ F 0+ 2 )+ (s.21)

en als we veranderen naar variabele w door w = u + n? krijgen we
F(n) = / 0 f(wre) L )dw (3.22)
n2

waaruit volgt dat de enige waarde die we krijgen komt uit F’ " (0) en dat is -4, alle andere afgeleiden
worden 0 op het punt 0. We krijgen dus
o 1 AFE w2 1

AE = -2~ 2y _ T 3.23
“T0mr T a2 720 L? (3.23)

De uiteindelijke kracht per oppervlak van de platen die we dan vinden is

F 1 d 72 1
—=—-——AF=——-—. 3.24
a? a? dL 240 L* (3.24)
Zoals we zien is er een redelijke analogie tussen de 141 dimensionele berekening en de 3+1
dimensionele berekening. Het belangrijkste is dat in beide gevallen regularisatie en renormalisatie
nodig is om een eindig antwoord over te houden. Er is nog een manier om deze eindige waarden
te berekenen, namelijk door gebruik te maken van de Riemann zeta functie [I1]

()= ni (3.25)

Deze functie convergeert zolang z > 1, echter door deze functie te veranderen in een complexe
functie (met behulp van analytische continuatie) kan deze ook bekeken worden in het complexe
vlak, waardoor deze functie ook berekend kan worden voor negatieve waarden. In het geval van
141 dimensies krijgen we met behulp van

T o~ T o= 1
eO(L):mZ;n:ﬁZ;F (3.26)
m

(3.27)

waaruit direct het antwoord volgt doordat ¢(—1) = —%. Ondanks dat de kracht ook met behulp
van analytische continuatie te berekenen is, lijkt er geen fysische betekenis achter te zitten en is
het inzichtelijker om de andere methode met regularisatie en renormalisatie toe te passen. Het
gebruik van de Riemann zeta functie is echter een handige truc.

3.3 Experimentele bevestiging

Het is belangrijk dat dit effect ook experimenteel aangetoond kan worden, want als dit effect echt
te meten is, betekent het dat het Casimir effect laat zien dat het vacuiim energie echt is en dus
van fysisch belang is om er rekening mee te houden. Is het Casimir effect echter niet te meten,
dan zou het kunnen zijn dat vacuiim energie iets puur theoretisch is. Ondanks dit was het artikel
van Casimir niet erg bekend tot de jaren '70, later werd het echter erg bekend en zijn er meerdere

2Het verband tussen een som en een integraal werd zowel door Euler als Maclaurin, onafhankelijk van elkaar,
gevonden rond 1735. Een bewijs kan gevonden worden in Apostol’'s An Elementary View of Euler’s Summation
Formula [10].
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experimenten [12] [13], 14] geweest om het te testen. Echter om het effect te kunnen testen, zullen
er enkele aanpassingen aan formule gemaakt moeten worden. Om te beginnen wordt het in
SI eenheden gemeten, dus zullen de constanten h en ¢, die we op 1 hadden gesteld, weer terug in
de formule moeten komen. We krijgen dan

F m2he 1

2= om0 It (3.28)
waar h volgt uit dat de energie gelijk is aan F = %Z hw en c¢ krijgen we doordat w = ck. Andere
aanpassingen zijn afhankelijk van het experiment (denk bijvoorbeeld aan thermische afwijkingen).
De kracht is een functie die afvalt met ﬁ en daarom zal de kracht snel naar 0 gaan. Om toch een
kracht te meten wordt er gewerkt in een orde van L ~ 1 um, als de platen dan een oppervlakte
hebben van a ~ 1 cm?, dan zien we dat de kracht in de orde van F' ~ 10~7 N zit. We zien meteen
dat zowel de afstand tussen de platen met hoge precisie gemeten moet worden, als dat de kracht
zeer gevoelig gemeten moet worden om het experiment met de theoretische waarden te kunnen
vergelijken. Naast deze metingen is het ook belangrijk dat het gebruikte materiaal aan bepaalde
eisen voldoet [I5] [I6]:

e Schone platen, zonder onzuiverheden, zowel chemisch als stof, zodat de velden op de platen
nul zijn om aan de randcondities te voldoen;

e Precieze en reproduceerbare metingen, vooral belangrijk als het gaat om de afstand tussen
de platen;

e Lage electrostatische ladingen op het oppervlak van de platen en een laag potentiaal verschil
tussen te platen. Aangezien het om kleine krachten gaat is het zeer belangrijk om precies te
weten wat de systematische fout is door achtergebleven lading op de platen.

Doordat al deze condities al op zich vrij lastig zijn, wordt het helemaal lastig om dit allemaal voor
elkaar te krijgen. Het is dan ook niet zo verbazingwekkend dat het eerste experiment uitgevoerd
door M. J. Sparnaay [15] niet volledig lukte, maar hij gaf wel een eerste indicatie dat er een kracht
was tussen twee metalen platen. Verder gaf hij aan waar de problemen zitten om een betere meting
te kunnen doen.

De eerste die een duidelijk resultaat had was S. K. Lamoreaux [12], hij wist het Casimir effect te
meten met 95% zekerheid waarbij 0.6 um < L < 6 pm. Er werd gebruik gemaakt van een sferische
lens en een vlakke plaat. De kracht (3.28) verandert door gebruik te maken van de sferische lens

in
172he 1
3240 L3

en deze formule moet nog aangepast worden vanwege thermische effecten waardoor we de functie

F.= 27R ( (3.29)
FT = F, <1 n 7:20f(£)> (3.30)

krijgen, waarbij & = % en k is de constante van Boltzmann. De functie f() is dan vervolgens

2

£ ghn? 1
~ 56(3) — 15 for £ < 3 3.31
f(6) {S‘Eﬂ'C(S)_;TQO for ¢ > 1 (3.31)

waarbij ((x) de Riemann zeta functie (3.25) is. Vervolgens is er een formule opgesteld om deze
theoretische voorspelling te testen

F"=(1+8§FF +v (3.32)

waarbij in het optimale geval b = 6 = 0 en F* de gemeten kracht is en waarbij systematische
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Figuur 3.2: Een grafick waarin de (absolute waarde van de) gemeten kracht in pdyn wordt uitgezet tegen
de afstand tussen de sferische lens en de plaat in pm en de lijn is de theoretische verwachting.

fouten al verwerkt zijn. De ¢ is gebruikt om de precisie van het experiment te bepalen. Uiteindelijk
waren de gevonden waarden b’ < 5-1077 dyn en § = 0.01 £ 0.05. Het eindresultaat is te zien in
grafiek We zien dat het experiment opvallend goed klopt met de theoretische verwachting.

Waar Lamoreaux niet verder dan 0.6 pm wist te komen, kwamen U. Mohideen en A. Roy [13]
tot 0.1 um. Daarvoor gebruikten zij een metalen bol met een diameter van 196 ym en een vlakke
plaat en gebruikten ze een laser om de kracht te meten. Hiermee wisten ze een hoge precisie te
behalen. Ze maakten gebruik van dezelfde gemodificeerde theoretische Casimir formule als
Lamoreauxﬂ en voor de gemeten waarden gebruikten ze (F.),, = F,, — B/D — Cd — E waarbij F,,
de gemeten kracht is en de overige termen systematische fouten zijn die van de gemeten waarde
worden afgetrokken. Het uiteindelijke resultaat dat ze kregen is te zien in We zien dat het
experiment goed overeen komt met de theoretische curve.
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Figuur 3.3: Een grafiek waarin de kracht uitgezet is tegenover de afstand tussen de platen. De curve is
de theoretische Casimir kracht.

We zien dus dat het Casimir effect getest is door middel van meerdere experimenten en dat met
vrij hoge precisie vastgesteld is dat het effect er wel degelijk is. Doordat dit effect verklaard wordt
door de quantumfluctuaties, tussen de platen is er een iets andere energie aanwezig dan buiten de
platen, lijkt het er op te wijzen dat het vacuiim energie bestaat. Nu is het de vraag waarom de
energie theoretisch gezien zo ontzettend groot is, terwijl dit niet klopt met waarnemingen.

3alleen definiéren Mohideen en Roy deze functie als F¢ i.p.v. FET zoals Lamoreaux.
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3.4 Discussie over het Casimir effect

Ondanks dat het Casimir effect vaak wordt gezien als het bewijs van het bestaan van de vacuiim
energie in velden theorie, is het mogelijk om het Casimir effect ook op een andere manier te
verklaren. Dit is o.a. gedaan door Jaffe [I7] en Schwinger [I8] [19]. Dus ondanks dat het Casimir
effect bestaat en bewezen is, is het niet duidelijk of dit betekent dat het bestaan van de vacuiim

energie daarmee aangetoond is.
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Hoofdstuk 4

Gravitatie en de kosmologische
constante

In quantumveldentheorie kunnen we het oneindige vacuiim energie vaak gelijk aan 0 stellen,
we kijken alleen naar energie verschillen. Zodra gravitatie een rol gaat spelen, kan dit niet meer,
omdat dan de energie bijdraagt aan de kromming van de ruimte-tijd. Een oneindige energie
zou een oneindig gekromde ruimte-tijd betekenen, iets wat wij niet waarnemen. Deze vacuiim
energie wordt gekoppeld aan de kosmologische constante. We zien uit dat de vacuiim
energiedichtheid divergeert met ~ k%, door middel van een cutoff kunnen we een waarde aan
de energiedichtheid geven van ~ 107* GeV*. Uit recente waarnemingen [20] is echter gebleken
dat de gevonden energiedichtheid een waarde van ~ 1074 GeV* heeft. Verder kijken we naar
de kosmologische gevolgen, met o.a. de Einstein vergelijking, de Friedmann vergelijking en we
introduceren de Robertson-Walker metriek. Er zal gewerkt worden in een vlakke ruimtd] dat wil
zeggen £ = 0 in de formules [21] voor een 3 dimensionele ruimte.

ds? = dr* + S2d0? (4.1)
dQ? = d6* + sin*0dy*
Rsin(r/R) k=1
Se=1r k=0 (4.3)
Rsinh(r/R) k=-1

In een vlakke ruimte geldt dus ds® = dr? + r2dQ? en in cartesische codrdinaten betekent dat

ds? = dx? + dy? + d>.

4.1 De actie functionaal met gravitatie

We bekijken de actie (2.7)) hier nogmaals, aangezien deze actie poincaré invariant is.

Sto =3 [ o
L =" (0,6)(9,¢) — V()
V(¢) =m?¢?

Deze actie geldt voor een vrij scalar veld, nu willen we hier gravitatie aan toevoegen. Gravitatie
zorgt voor een gekromde ruimte-tijd, dus om te beginnen willen we een actie hebben in een
algemene covariante vorm, omdat we dan een actie hebben die onafhankelijk is van de keuze van

IDit komt overeen met gefitte data van WMAP [23], zodat we specifiek dit model kunnen bekijken.
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coordinaten en de fysica niet af mag hangen van de keuze van cotrdinaten. Om ervoor te zorgen
dat deze poincaré invariante actie in een algemene covariante vorm komt, moeten we dus enkele
aanpassingen maken.

e We vervangen de Minkowski metriek n*” door een algemene metriek g"”. Dit is een triviale
stap, als er een gekromde ruimte-tijd is, geldt de Minkowski metriek niet meer. Aangezien
energie ervoor zorgt dat de ruimte-tijd kromt en energie is gelijk aan massa, zien we dat de
Minkowski metriek eigenlijk alleen geldt voor een lege ruimte-tijd.

e De afgeleides 0, worden vervangen door covariante afgeleides V,, dit omdat 0, geldt in
een cartesische codrdinaten systeem, maar in een algemene theorie kan je ook in andere
codrdinaat systemen werken en daarvoor wordt de covariante afgeleide V,, ingevoerd. Echter,
omdat we hier te maken hebben met een scalar veld, geldt (0,¢)(0"¢) = (V,.0)(V# ).

e Het vervangen van het volume element d*z. Dit volume element geldt voor de Minkowski
ruimte, om een algemeen volume element te krijgen gebruik je d*x/—g waarbij g = det Juv-
Het min teken staat in de wortel omdat de determinant van de metriek tensor negatief is.

Door deze veranderingen in te voeren krijgen we een algemene covariante actie uit een poincaré
invariante actie. De nieuwe actie beschrijft een scalar veld die gekoppeld is met gravitatie; de
metriek tensor g*” en de covariante afgeleides zorgen voor deze koppeling. De algemene covariante
actie van een scalar veld is, met behulp van de actie

St = 3 [ ' v=alo™ (@,0)(0,0) - V(@) (44)

Deze vorm van koppeling met gravitatie heet minimale koppeling, dit omdat het de minimale
koppeling beschrijft met gravitatie die nodig is om de algemene relativiteitstheorie te kunnen ge-
bruiken. Er zijn ook andere vormen van koppeling met gravitatie, hierdoor komen er meestal extra
termen bij in de Lagrangiaan. Extra termen in de Lagrangiaan moeten echter wel gerechtvaardigd
zijn en maken de theorie ook extra gecompliceerd, daarom houden we het bij de actie met de

minimale koppeling (4.4)).

4.2 De Einstein vergelijkingen

4.2.1 De geodeet en het Christoffel symbool

Stel, we hebben een deeltje dat een bepaald pad door de ruimte volgt. Het pad dat gevolgd wordt
is athankelijk van de kromming van de ruimte-tijd. In het geval van de Minkowski ruimte-tijd
betekent dit dat een deeltje continu in dezelfde richting zal gaan tenzij er een kracht op werkt.
Andere metrieken hebben echter wel met krommingen te maken. Een geodeet is het pad dat een
deeltje volgt zonder dat er krachten op werken; het is alleen afthankelijk van de metriek. Hiervoor
gebruiken we de tweede wet van Newton, F=mi= 0, waaruit volgt dat @ = %f = 0. Deze wet
generaliseren we naar de vier dimensionele ruimte-tijd en doordat z° = t kiezen we een andere

parameter dan de tijd, namelijk 7. Hierdoor krijgen we in de Minkowski ruimte-tijd dat

We gaan nu over naar een andere ruimte-tijd, hierbij maken we gebruiken van de notatie zoals bij
een Lorentz transformatie (appendix [Al

d d
Em“ = Af‘yax”’ ; (4.6)
oz
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waarbij A de transformatie matrix is. Hierdoor krijgen we een verhouding tussen de oude en de
nieuwe coordinaten
d [d d d
— | =—=2M| = — |A —2™]. 4.8
dr [de ] dr { ”de } (4.8)

Stel dat de nieuwe coordinaten lineair athankelijk zijn van de oude coérdinaten, dan zal de afgeleide
van de transformatie matrix verdwijnen, waardoor geldt

ald ,|

zoals we zouden verwachten bij een Lorentz transformatie, echter als de nieuwe basis niet lineair
afhankelijk is van de oude basis, dan gebruiken we

LV {&r“} 0 {dw“} (4.10)

drv " dr |9z | oz |dr

waarbij we vergelijking (4.6]) er weer in kunnen stoppen zodat we het volgende krijgen

d 0 d 0?z+  d
—A, = A —a'| = ————a'. 4.11
dr v Oz { agr” } Dz oz’ dr (4.11)

Let op dat we al een variabele v hebben zodat de sommatie over « is. Vervolgens gebruiken we
vergelijking (4.8]) om de totale afgeleide te berekenen van de nieuwe coérdinaten

ozt d?
Oz’ dr?

d

o & ra ¢
T Qxv o' de dr

v

" =0. (4.12)

dld 4, 0%zt d
dr | Vdr
Nu willen we de term met de tweede tijdsafgeleide isoleren, daarvoor moeten we de vergelijking

. . . . . . . ’
vermenigvuldigen met de inverse van de transformatie matrix (zie appendlx A,/ . Echter doordat
we al een sommatie hebben over v, veranderen we de variabele naar (.

e, ox'P §2xr | d . d
8 e = 4.13
arz” [ dri 9xvor | dre dr- (4.13)
Hieruit krijgen we de vergelijking
d d d
B8 — _18 lov . 4.14
dr? v ve de de ' ( )

8 _ ax/ﬁ 82.TH
ve T dgh 9z!v xle

(4.15)

waarbij T'  het Christoffel symbool is en dit is een tensor met rank drie. Het Christoffel symbool
kan ook berekent worden met de conditie dat de covariante afgeleide (appendix |A]) van de metriek
gelijk is aan nul.

vaguu = aozgul/ - Fgugﬁu - Fguguﬁ (4-16)
Viugva = Ougva — Th, 980 —T0 0908 (4.17)
vugau = 8ugoz,u - Ffagﬁu - Fgugaﬁ (4'18)

Door de tweede en derde vergelijking van de eerste af te trekken krijgen we

Baguw — Lo — Tougup — Ougva + Ui 9sa + Tiagus — Ovou + Thagsu + Thugas =0 (4.19)
aag;u/ - augua - 8l/gau + QF;BUJgﬁa =0 (420)
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waarbij gebruik is gemaakt dat zowel het Christoffel symbool als de metriek tensor symmetrische
tensoren zijn (de onderste indices kunnen verwisseld worden zonder dat het resultaat veranderd).
Hieruit volgt dan

2Fgugﬁa = _aag/w + augz/a + &/gau (4.21)
1
Fﬁugﬁag’ya = F;Yw = 5970{ [augau + augua - 5ag,w] (4.22)

Dus het Christoffel symbool is afhankelijk van de gekozen metriek en kan ook genoteerd worden
als
5 ox'P  §2ah 1
va = pun grvare 27
waarbij we nu een uitdrukking hebben die compleet metriek athankelijk is.

Pu [aaguu + augau - 5ugua] (4.23)

4.2.2 Het expanderende universum

Tot nu toe hebben we continu gewerkt met de Minkowski metriek 7,,, . Materie zorgt ervoor
dat de ruimte-tijd kromt en deze ruimte-tijd verteld materie weer hoe deze door de ruimte-tijd
heen beweegt, bij het beschrijven van het universum met gravitatie zagen we al dat de Minkowski
metriek niet voldoet. Hubble stelde al rond 1930 vast dat het heelal expandeert door metingen
aan objecten die ver weg van ons staan. In figuur [f.1]is de plot te zien die Hubble maakte aan de

+1000KM = {
~1
» = i
-1 5
-
- e
500KM Q ¥
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Figuur 4.1: Hubble’s originele grafiek met snelheid op de verticale as en afstand op de horizontale as. Let
op dat het een mooie lineaire lijn oplevert en dat de snelheid per ongeluk uitgedrukt is in km in plaats
van km s~!. Hieruit haalde Hubble een constante van 500 km s~ Mpc™!

hand van zijn gegevens. We zien een lineaire lijn lopen, wat betekent dat de snelheid / afstand
een constante oplevert en de Hubble wet die hieraan gekoppeld werd is dan

v = Hod (424)

waarin v de snelheid is (in km s~1), Hy de Hubble constante (in km s~ Mpc~!) en d de afstand van
het object (in Mpc). De notatie voor de Hubble constante is Hy omdat dit de Hubble parameter
H(t) is met t = tg, waarbij ty de tijd is waarop de observatie gedaan is. Zoals te zien is in de
grafiek zag Hubble een constante van ongeveer 500 km s~ Mpc~!. Een meer recente meting [23]
uit 2003 met WMAP geeft een Hubble constante van Hy = 72 =5 km s~ Mpc~!. Het heelal
zet dus uit, om dit te beschrijven hebben we een nieuwe metriek nodig. Robertson en Walker
hebben, onafhankelijk van elkaar, een metriek opgesteld waarmee de ruimte-tijd beschreven kan
worden voor een homogeen en isotroop universum (het universum kan zo beschouwd worden, het
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is echter niet helemaal correct, maar goed genoeg in ons geval) dat expandeerd. De metriek die ze
gevonden hebben noemen we de Friedmann-Robertson-Walker metriekﬂ (ook wel FRW metriek).

ds* = dt* — a®(t) [dr® + S2dQ?] (4.25)

waarbij dQ2? in formule (4.2) gedefiniéerd staat en S, in (4.3). Aangezien we aannemen dat we in
een vlakke ruimte werken, waarbij geldt dat x = 0, krijgen we de volgende Friedmann-Robertson-
Walker metriek.

ds* = dt* — a®(t) [da® + dy* + d2?] (4.26)
10 0 0
(o —a?@®) o0 0
Imw=1o 0 —at) 0 (4.27)
0 0 0 —d?(t)

Let op dat nu niet meer geldt dat de inverse van de metriek gelijk is aan de metriek, maar

1 0 0 0
0 —— 0 0
g = 0 a2(t) B 21(t) 0 (4.28)
1
0 0 —=®

waarbij a(t) de schaal factor is, die aangeeft hoe snel het universum expandeert. Met deze metriek
kan vervolgens de componenten van het Christoffel symbool bekeken worden.

4.2.3 Het Christoffel symbool en de FRW metriek

Voor we de stap maken naar de Einstein vergelijkingen, bekijken we eerst het Christoffel symbool
(A.26) als we als metriek de FRW metriek (4.27) nemen. We kunnen alle componenten van het
Christoffel symbool bekijken, eerst schrijven we de componenten van de FRW metriek op.

1 p=v=20
Guv = _a2(t) p=r=123 (4.29)
0 wF# v
Er zijn dus maar vier termen in de FRW metriek, we kunnen noteren dat gop = 1 en g;; = —8;;a2(t).

Als Christoffel symbool wordt I'j;, gebruikt.

Stel, a = 0, dan volgt daaruit

1
F?w = 5905 [augpﬁ + auguﬁ - aﬂg;w] (430)
en we zien dat er alleen een waarde is als 8 = 0, als 3 # 0, dan krijgen we ¢g° en deze is 0 voor
alle i.

1
F?u/ = 5900 [al/guo + 8ugV0 - 809uu] (431)

Er zijn nu vijf mogelijkheden; p = v =0, p=0# v, v =0# p, p=v #0en p # v # 0.
Stel u = v = 0, dan zien we meteen dat alle termen tussen de haken Jyggg worden en aangezien
do = % = % en goo geen tijdafhankelijk heeft, worden alle termen nul en zien we dus dat I'), = 0.
Stel dat p = 0 # v, hieruit volgt dat

1
g = 5900 [0i900 + Oogio — Dogoi - (4.32)

2Soms noemt men het de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker metriek, afgekort FLRW.
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De termen gg; en g;o zijn nul en aangezien 9;gg9 = % goo is deze term ook nul, waardoor ng =0,
we zien meteen dat als v = 0 # p de termen van I'{) overeen komen met die van I'y;, dus die vallen
ook allemaal weg, waardoor I'Y) = 0.

De situaties u = v # 0 en i # v # 0 bekijken we in een keer door ze verschillende indices te geven
en de situaties ¢ = j en i # j te bekijken, hierdoor krijgen we

1
I% = 59" 19910 + Digjo — ogis] (4.33)

De eerste twee termen tussen de haken vallen weg, omdat g;o = gjo = 0, de laatste term daarente-
gen is g;; = —d;;a*(t) en is afhankelijk van de tijd, waardoor de tijdsafgeleide van g;; gelijk is aan
8ogij = 726ija(t)(z(t).

Dan gaan we nu de I'jj, berekenen als o = i.

FLV = iglﬁ [ayguﬁ + 8#91/,8 - aﬁgm/] (434)

We zien direct dat als 8 = 0, dat de hele functie direct 0 wordt, dus we stellen 3 = j.

. 1 ..
FLV = 59” [al/gMj + auguj - ajg;u/] (435)
Ook nu zijn er weer verschillende mogelijkheden: y =v =0, u =0# v, v =0 # pen p = k,
v =1 waarbij k =1 of k # [.

Stel p = v =0, de enige term die niet gelijk 0 wordt, is 9;g00, echter de afgeleide van 1 is 0, dus
I'é, = 0. Nu bekijken we p = 0 # v, waaruit volgt

i 1
Tox = 59 7 [0kg0; + Oogrj — 0590k (4.36)

en de enige term die ongelijk aan 0 is dogx; (als k = j), waardoor we krijgen dat I}, =
—6”42&%@) [—26)ja(t)a(t)] waaruit volgt dat T, = 5,%%. De situatie v = 0 # p is equiva-
lent aan 1 = 0 # v, waaruit volgt dat I}, = I'l ) = élk% Stel nu dat . = k, v = [, dan krijg
je
1 ..
ki = 59” (019K + Okgij — Ojgki] - (4.37)

We weten dat gg; = —dx;a?(t), echter er is alleen een tijdafhankelijkheid, geen ruimte, dus een
partiéle afgeleide naar een van de ruimtelijke coérdinaten wordt 0, dus I‘};l = 0. Nu hebben we een
volledige set vergelijkingen voor het Christoffel symbool in de FRW ruimte-tijd, deze zijn handig
om te gebruiken in de Einstein vergelijkingen.

F80 = 0
ng = F?o = 0
T = dija(t)a(t) (4.38)
Ity = 0
Lo =Tho = dan )
F?cl =

Opvallend aan deze set vergelijkingen is dat er alleen een waarde voor een Christoffel symbool in
de FRW ruimte-tijd is als er twee ruimte codrdinaten in staan en een tijd codrdinaat.

4.2.4 De Einstein vergelijkingen

De Einstein vergelijking is af te leiden door een algemene actie op te stellen voor het veld ¢ dat
gekoppeld is met de zwaartekracht, dus afhankelijk is van de metriek tensor g,,. en vervolgens
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een functionele afgeleide te nemen naar g®° en hiervan het extremum te berekenen. Een algemene
covariante actie ziet er als volgt uit

S[¢aguu] = §Irav [gm/] + Smat[¢7 gul/] (439)

waarin S97% de actie is voor de gravitatie en S™? is de actie voor materie (de koppeling met
gravitatie hoeft niet minimaal te zijn). De simpelste actie voor de gravitatie is de Einstein-Hilbert

actie )
J— 4 —
e d*x /—gR (4.40)

waarin G Newton’s constante is, R is de Ricci scalar. Doordat de Ricci scalar ook geschreven kan
worden als R = g*? R, is de functionele afgeleide van de Einstein-Hilbert actie gelijk aan

6597”&7_} _g 1
Y _! —o. 441
5gB 167G {R"B zgaﬁR] 0 (441)

ggrav —

Nu kan de Einstein vergelijking afgeleid worden door de functionele afgeleide van de totale actie
(4.39), maar we gebruiken de Einstein vergelijking zodat we de energie-momentum tensor kunnen
afleiden voor een bepaalde actie van materie S™¢¢. De Einstein vergelijking is

1
Gop = Rop — igaﬂR = 81GTop (4.42)

waarin G 3 de Einstein tensor is, R,g de Ricci tensor en T,,3 de energie-momentum tensor. De
FEinstein vergelijking verteld ons dus dat de energie-momentum tensor de bron is van de kromming
van de ruimtetijd. Door de functionele afgeleide naar g®? te nemen van de actie , volgt hieruit
dat de energie-momentum tensor gelijk is aan

2 4 Smat
T /=g 6g°B
waardoor de energie-momentum tensor berekend kan worden afhankelijk van de actie van de

materie. Nu nemen we de Einstein vergelijking (4.42)) onder de loep, de Ricci tensor is afhankelijk
van de metriek op de volgende manier.

Tos (4.43)

Rog = 6MFZB — 6[;1";“ + Fﬁu ZB — F/:BFZM (4.44)
1 174
Fgg = 59# [8ﬂgau + 8agﬁu - augaﬁ} (445)

waarin I'} 5 het Christoffel symbool is die voor de FRW metriek al berekend is in sectie en
de uitkomst daarvan staat weergegeven in de set vergelijkingen (4.38]). Nu is het ook mogelijk om
de energie-momentum tensor te berekenen via de metriek in plaats van via de actie van materie.

4.3 De energie-momentum tensor

Er zijn dus twee manieren om de energie momentum tensor te berekenen. Eerst zal de energie-
momentum tensor berekend worden door de Ricci tensor uit te werken met behulp van de Christof-
fel symbolen, hieruit volgt dat de Ty component als antwoord de zogenaamde Friedmann vergelijk-
ing geeft. De energie-momentum tensor heeft in totaal 16 componenten, elk van deze componenten
geeft een eigenschap van de energie configuratie in het universum. Door de gekozen metriek zal
het echter zo zijn dat er alleen elementen over blijven op het spoor, de overige elementen worden
nul. We zijn hierdoor in staat om de energie-momentum tensor op te schrijven als een energie-
momentum tensor van een perfecte vloeistof

Ty = (p+p)UUy = pgpuv (4.46)
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Figuur 4.2: Energie-Momentum tensor

waarbij U, de snelheids viervector van de vloeistof is en g,, de gekozen metriek. Doordat we
in het eigen frame zitten, zorgt de term U,U, ervoor dat de eerste term alleen voor het eerste
component, de energiedichtheid, telt. We zien dat we dus terugkrijgen wat we zouden verwachten,
namelijk

(4.47)

dus alleen elementen op het spoor. Nu kunnen we de energie-momentum tensor berekenen voor
de FRW universum, want uit (4.42)) volgt

1 1
Top =g & (Raﬁ - 29aﬁR> (4.48)

en we weten dat de Ricci tensor en scalar berekend kunnen worden met behulp van (4.44)) en de
Christoffel symbolen staan al uitgewerkt in (4.38). Dit invullen geeft de zogenaamde Friedmann
vergelijking.

4.3.1 De Friedmann vergelijking

Vanuit kunnen we zowel Ry als R;; vinden, vervolgens berekenen we de Ricci scalar door
R = g" R, waarin de metriek dus de FRW metriek is. Doordat het Christoffel symbool alleen
tijdathankelijk kan zijn, kan alleen een tijdsafgeleide ons een antwoord geven in de Ricci tensoren.
Hieruit volgt

i

Roo = =T, — ThoT'G, = -3 (4.49)
Rij = 0oL, + TG, — TR, Th — T4 TY, = 65 (da + 24%). (4.50)
Met behulp van deze Ricci tensoren kunnen we de Ricci scalar berekenen, want dat is dan
1 .
R=¢""R,, = Roo — =90 R;; 4.51
g m 00 a2 (t) J ( )
a 3 a a®
=—3-———(da+2a*)=—6(-+— ). 4.52
a (12(15)((1ajL @) <a+a2> (4:52)
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Let op dat hierboven gebruikt is dat 6/4;; = 3. Voor T volgt hieruit dan

1 1 1 a 1 i a2
TOO —% <R00 — QgOOR) = % |:3G, + 5 -6 (a + a2):| (453)

3 (a\?
TOO :% (a) (454)

en de verandering van de schaalfactor ten opzichte van de schaalfactor is gedefinieérd door de
Hubble parameter H(t), waaruit volgt dat H = £, waardoor we de formule om kunnen schrijven
tot

H2(t) = —5Too- (4.55)

We weten echter dat deze component van de energie-momentum tensor gelijk is aan de en-
ergiedichtheid p waardoor we krijgen dat Toyp = goop en hieruit volgt dat

81G

HA(t) = =

(4.56)
en dit resultaat is de bekende Friedmann vergelijking. Doordat de energiedichtheid p positief is,
zegt deze formule ons dat het universum expandeert. Dit is de eerste vergelijking, we hebben ook
nog een tweede vergelijking, namelijk

1 1
T, — _~ .. ) 4.
A (RU 2917R) (4.57)

Vanuit de perfecte vloeistof vergelijking (4.46) zien we dat T;; te schrijven is als T;; = —g;;p en
met de FRW metriek wordt dit dus T;; = 5Z-ja2p. Verder krijgen we, door het invullen van R;; en
R

1 i a?
2 2
en dit kunnen we herschrijven tot
a 1 4G
% = —4nGp — SH(t) = —”T (p+ 3p) (4.59)

waarbij we gebruik maken van de Friedmann vergelijking om de laatste vergelijking te verkri-
jgen. Deze vergelijking noemt men ook wel de versnellingsvergelijking, omdat deze de versnelling
van het universum geeft. Deze twee vergelijkingen, die dus volgen uit de Einstein vergelijking
met de aanname van de FRW metriek, spelen een centrale rol in de kosmologie, omdat deze ons
vertellen hoe het universum zich gedraagt. Echter in de tijd van Einstein, toen men deze for-
mules dus niet had, ging Einstein er zelf nog vanuit dat het universum statisch was, dus het
expandeert niet en het krimpt niet ineen. Doordat Einstein zelf al zag dat uit zijn vergelijking
volgde dat het universum niet statisch kon zijn voerde Einstein een nieuwe parameter in, namelijk
de kosmologische constante A.

4.4 De kosmologische constante

Door deze kosmologische constante wist Einstein het universum statisch te maken. Deze kos-
mologische constante zette hij in zijn vergelijking, waardoor de Einstein vergelijking eruit zag
als

1
Rog — 59"‘5}2 — gap\ = 87GT,5. (4.60)

Door metingen van Hubble bleek dat het universum expandeert, waardoor de kosmologische con-
stante geen waarde meer had en deze uit het model werd geschrapt. De kosmologische constante is
later terug in het model gekomen nadat bleek dat het universum versneld expandeert, dus £ > 0,
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dit zal zo aan bod komen. Eerst gaan we bekijken wat de bijdrage van de kosmologische con-
stante aan de energie-momentum tensor is, dit doen we door de kosmologische constante naar de
rechterkant van de vergelijking te halen waardoor we krijgen

1
Raog — §gagR =81GTop + gap (4.61)

waardoor we de kosmologische constante als een onderdeel van de energie-momentum tensor kun-

nen noteren als 72, = (87G)~! gap\ waaruit volgt

1
Rop = 59apR = 87G (Tap +T255) - (4.62)

Als we deze energie-momentum tensor vergelijken met die van een perfecte vloeistof (4.46)), dan
volgt daaruit dat de energiedichtheid gelijk is aan pp = (8716')_1 A en dus positief is als A positief

i en de druk is gelijk aan py = — (87rG)71 A en is dus negatief waaruit we dus de vergelijking
krijgen
PA = —DPA (4.63)

en dit is een belangrijke eigenschap van de kosmologische constante. We zien dus dat de kos-
mologische constante een positieve energiedichtheid heeft waaruit volgt dat het een negatieve
druk heeft. Nu kunnen we bekijken wat voor gevolgen dit heeft voor de expansie van het uni-
versum. Doordat de energiedichtheid positief is, expandeert het universum. Nu bekijken we de
versnellingsvergelijking waaruit volgt dat

a 4rG

G 278 (ot 3p0) (464

G
== (4.65)

en aangezien py positief is, is de versnelling van de expansie ook positief. Dus de kosmologische
constante zorgt voor een versnelde expansie. Merk op dat als we de Friedmann vergelijking en de
versnellingsvergelijking met elkaar gaan vergelijken, dat we dan krijgen

a 8rG

—=H*(t) = — 4.66

S ) = T (166)
en doordat py = (87G) "' A zien we dus dat &= H2(t) = % We kunnen nu een oplossing vinden
voor de schaalfactor a(t) en voor een expanderend universum vinden we dan

a(t) = ag exp <\/ 87;(;,0,@) = ap exp (\/§t> (4.67)

en een universum met de FRW metriek waarin dit de schaalfactor is, noemen we een de Sitter
universum. Een kosmologische constante zorgt dus voor een de Sitteﬁ universum, maar we kunnen
ons afvragen wat deze kosmologische constante nou eigenlijk is. De kosmologische constante komt
met alles overeen dat dezelfde eigenschappen heeft, dus eigenlijk waarvoor geldt dat p = —p.

4.4.1 Energie-momentum tensor van materie in het vacuiim

We gaan een stap terug en bekijken de energie-momentum tensor voor velden (4.43)) en vullen de
actie voor minimale koppeling (4.4) hiervoor in. Hieruit volgt de energie-momentum tensor voor

velden
09 0¢ 1 .3 99 0¢

W= Gen oz~ 9 |39 Gpa gup (4.68)

3A kan zowel positief zijn als negatief, later zal blijken dat de kosmologische constante gekoppeld kan worden
aan de energiedichtheid van het vacuiim en zoals we eerder zagen is deze positief, dus we gaan uit van een positieve
A.

4de Sitter wordt ook wel afgekort met dS.
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en doordat het veld ¢ door middel van mode expansie afhangt van de creatie en annihilatie
operatoren kunnen we berekenen hoe de energie-momentum tensor er in het algemeen
uitziet en in het bijzondere geval van het vacuiim. In dit geval kiezen we voor het ('mostly minus’)
Minkowski metriek. We zagen al uit en uit dat de Ty component de energiedichtheid
geeft en het spoor geeft ons de druk, te berekenen via T}; aangezien de overige componenten nul
zijn. De algemene functie voor de energiedichtheid p is

1
Too = 9o¢0o9 — oo igaﬁaaﬁﬁaﬂéﬁ -V (4.69)
1 1
Too = (009)° — 5 (800)° + 567 0:00;6 + V (4.70)
1 1.
p=9"Tn = (900)* + 507 0:00;6+V (4.71)

en de algemene functie voor de druk p is dan

1

Tij = 0i¢0;¢ — gij {29“5%(1585(15 - V] (4.72)

1 s 1 4
Tij = 0006 + bij | 5 (009)” — 50" 00 =V (4.73)

1 .. 1 ...
p=—39"T; = *51182(?6](/) + = (ao¢) — 5070,00;6 —V (4.74)
1

=5 (009)° - fawamam -V (4.75)
waarbij p = g T” volgt uit de vergelijking van de perfecte vloeistof (| - ) door g% T;; =

—g% g;ipen g¥ g;; = 3. Van hieruit kan zowel de energiedichtheid als de druk van het vacuiim berek—
end worden door middel van de verwachtingswaarden (p) en (p) en het veld ¢ zoals gedefinieérd

in .
(0) = 3(000)%) + 3 (690:00;6) + (V) (476)
(8} = 5 ((@00)%) — §(690:60;6) — (V) (477

Aangezien V' een bepaalde, willekeurige potentiaal is weten we niet precies wat deze doet in het
vacuilim, maar voor deze berekening is dat niet erg, de potentiaal zal gewoon blijven staan op deze
manier. Nu is het interessant om te zien hoe de energiedichtheid en de druk zich gedragen in het
vacuim.

Bk kT A .
0o = /2 e e (—iwkégeﬂ“”“t—l—iwk&f’gew’“t) (4.78)
)
BRPE e ”5 +#)-2 y ,
A= —ilwpt . ’\Jr_» Twit 4.
O(b // (2m) 32 fwpwr ( zwka € +zwka_ke ) (4.79)

. —  —twst . A~ twrt
(—zwk/aE,e K +iwpa’ e k’)

en in het vacuiim krijgen we alleen de bijdrage van (a-a™" )= (5,; _j» de overige combinaties van

de annihilatie en creatie operatoren vallen weg.

ddkd%’ % k+k’) )
azat. i(wyr —wp )t 4.
(306)?) // e i e (4.80)

waarin wy = V k2, oftewel de absolute waarde van k. We krijgen dus alleen een bijdrage als
k = —K' door de delta functie. Hieruit volgt dat wy = wys en i(FHR)E _ cilwr 1)t — 1. We zien
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alleen nog dat, doordat k = —k', dat d3k = —d3k’ waaruit uiteindelijk volgt

3k w
o) =~ [ 55 (481)

dus levert deze term een negatieve bijdrage. Hieruit volgt al dat je voor de andere term een
positieve bijdrage Verwachtﬂ

3 ik-z
i — / d ];/2 e ’ik‘ (d;g zwkt+a elwkt> (4.82)
51 0,60;6 = — // e oon b (agest +at ) (4.83)
R (21)° 2y/wrwr - |

~— —iwpst ~t Wyt
(a,;,e k +a,;g/€ k)

Voor het vacuiim zal, zoals we eerder zagen, alleen een bijdrage komen van (d;dflg) =0z _p
BEBR ¢ (FHF) T .
699,00 Skl (azat | )el@w Wt 4.84
wono0y0) = = [ [ 0T G etk i e (1.59)

Nu bekijken we de term §% kiké, deze levert alleen iets op als © = j, dan hebben we echter één com-
ponent van de vector, voor de volledige vector die uit drie componenten bestaat vermenigvuldigen
we met drie. Deze term kunnen we ook meteen opschrijven als wrwys, waaruit volgt

SR e (FHF) .
ij A— At i(wpr —wi )t

<(S az¢aj¢ // 3 2m <a’j€' a_ 7>6 * g (485)

en doordat we nu alleen een bijdrage hebben wanneer k=—Fk krijgen we

> d?’];/: WE

0" 0;00; :3/7— 4.86
0000 =3 [ 5% (4.50)
doordat wr = wys en ei(’;*'];/)'”j = eilww—wr)t = 1 en 3k = —d3k’ hier ook van toepassing zijn.

We zien dus dat we inderdaad een positieve bijdrage krijgen zoals verwacht. Nu kunnen we de
vergelijkingen (4.76]) en (4.77)) oplossen waaruit volgt

Bk wy / Bk wy
=— [ — =43 +(V 4.87
() /(%)3 1 2 4 (V) (4.87)
Bk w Bk wy

) == / 2n)] 4 / 2r)p 4 V) (4.88)

en hierdoor krijgen we de het volgende

= (jﬂ’;“’; (V) (4.89)

3 w
== (ij 5 (4.90)

waarbij (p) overeen komt met wat we al eerder hadden gevonden (2.46)) en wat verder meteen
opvalt is dat in het vacuiim geldt dat (p) = —(p) en dit hebben we eerder gezien, namelijk bij

Sanders krijg je een negatieve energiedichtheid van het vacuiim, terwijl we eerder al hadden gevonden dat deze
positief is!
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de kosmologische constante . Dit betekent dus dat het vacuiim een bijdrage levert aan de
kosmologische constante. Let trouwens op dat voor de algemene definities van p en p voor velden,
en , niet standaard geldt dat p = —p, dit geldt alleen voor het vacuiim waardoor het
een bijdrage levert aan de kosmologische constante. Het is mogelijk dat er nog andere contributies
zijn voor de kosmologische constante, echter het vacuiim zorgt theoretisch al voor een enorme
bijdrage van zo'n pyac ~ 107 GeV*%. Stel dat het vacuiim de enige bijdrage is aan de kosmologische
constante, dan krijgen we dat pyac = pa en A = 87Gpyac. De kosmologische constante kan gemeten
worden aan de hand van de expansie van het universum, waaruit volgt dat py ~ 10747 GeV* [20].
Dus als het vacuiim de enige contributie zou zijn, dan meten we dat pyac ~ 10747 GeV* wat zo'n
~ 1020 scheelt met de theoretische waarde. Het is niet ondenkbaar dat er nog andere contributies
zijn voor de kosmologische constante, deze zouden dan bijna geheel wegvallen tegen het vacuiim,
maar wat zouden deze contributies dan kunnen zijn? Dit is het zogenaamde cc probleem, waarom
meten we zo’n kleine kosmologische constante. We zullen nu een aantal suggesties gaan bekijken
die langs zijn geweest om dit probleem op te lossen. Het doel is om te laten zien hoe lastig dit
probleem is.

34



Hoofdstuk 5

Suggesties voor een oplossing van
het cc probleem

We hebben nu dus gezien dat de energiedichtheid van het vacuiim een bijdrage levert aan de
kosmologische constante, echter de theoretische waarde van de energiedichtheid van het vacuiim
is zo'n ~ 10'2Y groter dan experimenteel gevonden is voor de kosmologische constante. Dit is
een groot probleem en ondanks veel suggesties in de loop der tijd, is dit probleem nog altijd niet
opgelost. Hier worden kort enkele suggesties toegelicht waaruit blijkt dat dit probleem erg lastig is.

Fine-tuning

Een eerste manier om van het probleem af te zien te komen is door middel van fine-tuning. Fine-
tuning is het toevoegen van een constante zonder dat de fysische eigenschappen van het probleem
veranderen. Hierdoor kunnen we de volgende functie definiéren

Aeff = A0 + Avac (51)

waarin A.g de effectieve kosmologische constante is, dat is de kosmologische constante die we
kunnen meten, Ay,. is de contributie van de energiedichtheid van het vacuiim aan de kosmolo-
gische constante en Ay is een bepaalde constante die we in principe zelf mogen bepalen. Echter,
als we nu ervoor zorgen dat Ag precies die waarde heeft dat het bijna geheel wegvalt met Ayac
zodat de effectieve kosmologische constante die overblijft in overeenstemmingen met de metingen
is (Aegr ~ 10747 GeV*), dan hebben we Ay ~ —A,.. en moet Ay bovendien heel precies gedefiniérd
zijn. Dit lijkt echter toeval en zonder achterliggende fysische betekenis van Ag lijkt dit geen oploss-
ing te zijn.

Toch kan deze methode wel gebruikt worden, namelijk door A een fysische betekenis te geven
en vervolgens te kijken of dit wellicht tegen de contributie van het vacuiim wegvalt.

5.1 Supersymmetrie

Sypersymmetrie is een theorie die zegt dat alle elementaire deeltjes een supersymmetrische partner
hebben. Deze theorie heeft twee varianten, de eerste variant is de ongebroken supersymmetrie,
de tweede variant is de gebroken supersymmetrie. Bij de ongebroken supersymmetrie is er sprake
van perfecte symmetrie en zoals dit al impliceert, zal de vacuiim energie wegvallen, dit kan ook
kort [6] beredeneerd worden. Zonder te diep op de theorie achter supersymmetrie in te gaan, zijn
er supersymimetrie generatoren ), en Q:; (zoals de creatie en annihilatie operatoren in quantum
mechanica of quantumveldentheorie) en in een ongebroken supersymmetrie kunnen deze op het
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vacuiim |0) werken waardoor men krijgt

Qal0) = Q110) =0 (5.2)

wat erg op de creatie en annihilatie operatoren lijkt met dit verschil dat a™|0) # 0. Echter, de
supersymmetrie generatoren hebben een commutatie relatie

{Qa, QH x Pt (5.3)

waarin P* de energie-momentum viervector is. In het vacuiim krijg je dus voor de energie-
momentum viervector (0| P*|0) = 0 en dus valt de energie weg bij een ongebroken symmetrie. Je
kan het ook als volgt zien, bij een ongebroken symmetrie valt de contributie van de fermionen
weg met de contributie van de bosonen, waardoor er nul overblijft. Er is ook een andere manier
om dit te laten zien, namelijk door middel van de superpotential W (¢), echter het resultaat is
hetzelfde, namelijk dat in de ongebroken supersymmetrie de vacuiim energiedichtheid (en dus
de totale energie) nul wordt. Aangezien nul een stuk dichterbij het gezochte antwoord ligt dan
de factor 107 GeV* die we uit quantumveldentheorie hebben voor de energiedichtheid van het
vaculim, lijkt supersymmetrie een goede optie om dit probleem op te lossen. We komen echter
in de problemen, want het blijkt dat de wereld waarin wij leven niet totaal uit een ongebroken
supersymmetrie bestaat, de wereld heeft een gebroken supersymmetrie, alhoewel men verwacht
dat de supersymmetrie toch ongebroken kan zijn vanaf ~ 10® GeV (als dit zo is dan zou men
supersymmetrie kunnen ontdekken in de LHC). Supersymmetrie in een gebroken toestand zorgt
ervoor dat de energiedichtheid van het vacuiim toch een bepaalde waarde heeft, pyac 7# 0 en we
verwachten dat de energiedichtheid zal gaan als pyae ~ A%u Sy waarbij Agyg, de cutoff van super-
symmetrie is, dus het moment waarop gebroken symmetrie verandert in ongebroken symmetrie,
aangezien de ongebroken symmetrie geen bijdrage levert voor de energiedichtheid van het vacuiim.
We zien dat de minimale cutoff van supersymmetrie dus Ag,sy ~ 10% GeV is en dit levert nog
steeds een veel te grote bijdrage op. Elke andere cutoff uit supersymmetrie kan alleen maar groter
zijn dan de cutoff die hier gebruikt is, hierdoor lijkt supersymmetrie toch het probleem niet op te
kunnen lossen.

Optimistische getallen

Ondanks dat supersymmetrie geen oplossing lijkt te bieden voor het probleem, wordt soms toch
gesuggereerd dat supersymmetrie het probleem voor de helft oplost. Dit komt door de getallen
optimistisch te bekijken. We weten namelijk dat de energiedichtheid gaat met pyae ~ A* voor een
gebruikte cutoff. We zagen al dat een cutoff bij de planck schaal zorgt voor een energiedichtheid
van ~ 107 GeV*, supersymmetrie zorgt dus voor een energiedichtheid van ongeveer ~ 102 GeV*.
Het verschil tussen planck schaal en de gemeten kosmologische constante is dus ~ 10120 GeV*,
het verschil tussen supersymmetrie en de gemeten kosmologische constante is ~ 109 GeV*. Een
factor ~ 60 verschil, het verschil in de factor is dus door twee gedeeld en daarom wordt er soms
gesuggereerd dat het probleem voor de helft opgelost is met behulp van supersymmetrie. Dit is
echter puur numerologie, er zit verder geen verklaring achter en is alleen een observatie van de
getallen.

Dit is overigens niet de enige poging om met behulp van de getallen dichter bij een oplossing
te komen. FEen poging om dichtbij het antwoord te komen is bijvoorbeeld met behulp van de
fijnstructuur constante « [26]

Aélanck 2 —123 A4
o (2772)3 exp )" 10 Aptanck (5.4)

waarbij de energiedichtheid dus ongeveer de orde van grootte krijgt die je op basis van experi-
menten zou verwachten. Let op dat dit nog steeds een observatie is zonder enige verklaring ervoor.

36



Nog een andere manier wordt gesuggereerd in [28] waarin de energiedichtheid van het vacuiim
opgeschreven wordt als pyac ~ (1072 GeV)* en waarin opgemerkt wordt dat de verhouding tussen
de cutoff van de planck schaal en supersymmetrie in de orde is van

A2
A, = 24 10712GeV (5.5)

planck

waardoor je dus de energiedichtheid van het vacuiim kan opschrijven in termen van de cutoff’s van
de supersymmetrie en van planck
Adusy )
Pvac ™~ A it . (56)
planck

Dit is erg suggestief, het lijkt alsof een combinatie tussen die twee cutoff’s ons verder kan helpen,
echter we kunnen maar één cutoff invoeren, dus moet deze energie cutoff van A, ~ 107!2 GeV
opnieuw verklaard worden en een verklaring daarvoor is er simpelweg niet.

5.2 De dynamische kosmologische constante

Het idee hierachter is dat de kosmologische constante zorgt voor de versnelde expansie van het
universum, echter de kosmologische constante heeft een tijdafthankelijkheid, waardoor de kosmol-
ogische constante in de loop der tijd steeds kleiner is geworden. Aangezien het universum zo’n
~ 10'9 jaar oud is, is de kosmologische constante onderhand heel klein geworden en dit zou verk-
laren waarom de effectieve kosmologische constante, die we dus meten, een hele kleine waarde heeft
terwijl de theoretische kosmologische constante een hele grote waarde heeft, de waarde waarmee
de kosmologische constante begon. Het voordeel van dit idee is dat het zowel een oplossing bied
voor de kosmologische constante als voor de inflatie. Er zijn meerdere manieren waardoor de
kosmologische constante dynamisch kan zijn, in dit geval bekijken we alleen de mogelijkheid van
de massaloze scalar velden.

5.2.1 Weinberg’s No-Go Theorie

Het eerst waar we naar moeten kijken, is hoe de kosmologische constante tijdsafthankelijk te maken
is [6, 29]. Hieruit blijkt dat er een No-Go theorie volgt, door bepaalde condities is het niet mogelijk
om een oplossing te vinden voor het veld ¢. De condities van een theorie waardoor deze No-Go
theorie geldt zijn

e Algemene covariantie;

Conventionele gravitatie is onder uitwisseling van een massaloze graviton;

De theorie bevat een eindig aantal velden onder de cutof;

Theorie heeft geen negatieve norm toestanden;
e De velden worden constant bij late tijden.

Deze No-Go theorie zorgt voor een serieus obstakel in het zoeken naar een geschikte manier om
de kosmologische constante tijdsafhankelijk te maken.

5.2.2 Instabiliteiten in dS-ruimte

Toch zijn er pogingen gedaan om de No-Go theorie te omzeilen. Er is een mogelijkheid door
te kijken naar de instabiliteiten in dS-ruimte. Een voorbeeld van een instabiliteit in dS-ruimte
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is het volgende. Het blijkt namelijk dat de verwachtingswaarde van ¢? tijdsafhankelijk is do-
ordat een scalar veld dat minimaal gekoppeld is geen dS-invariante vacuiim toestand heeft. De

verwachtingswaarde is dan
H3
(¢?) = Tt (5.7)

Dit heeft effect op de energie-momentum tensor als men interacties toestaat, waardoor er bijvoor-
beeld een A\¢* term bijkomt zodat voor de verwachtingswaarde van de energie-momentum tensor
geldt

(T} ~ M6 g o £2. (5.8)

In dit geval gaat het om de zogenaamde infrarood divergentie, door interacties zien we dat (T),,)
toe zal nemen in de tijd, echter wanneer hogere contributies belangrijk worden zal deze groei
stoppen. We zien nu wel dat het in ieder geval mogelijk is om voor de kosmologische constante
een tijdsafthankelijkheid te zoeken.

Een van de eerste pogingen om met behulp van de instabiliteiten in dS-ruimte de kosmologische
constante dynamisch te reduceren werd gedaan door Dolgov [30]. Hij maakte gebruik van de
conformeel gekoppelde actie. Deze lijkt op de actie met de minimale koppeling 7 alleen de
potentiaal V(¢) is vervangen door een term die de massa beschrijft die athangt van de kromming
van de ruimtetijd. Hierdoor krijgen we de actie

86l = 5 [ "o v=3 |9 (@u0)(0,0) - Jne? (59

waarin R de Ricci scalar is en & een bepaalde constante. Nu kunnen we hieruit een Lagrangiaan
dichtheid halen die we kunnen schrijven als

1
L= (0,00" ¢ — ERG?) (5.10)

waaruit de bewegingsvergelijking volgt als
(O+¢R) o =0. (5.11)

Deze vergelijking lijkt erg op een vergelijking die we al eerder zijn tegen gekomen, namelijk
en dat is ook niet zo raar aangezien alleen de potentiaal term veranderd is van o« m? naar x £R.
We kunnen nu de Einstein vergelijking erbij halen met de kosmologische constante . Als we
kijken naar de eerste componenten, dan krijgen we dus Rgg — % gooR = 87GTyo + gooA en met
behulp van de Friedmann vergelijking volgt hieruit

3H?(t) = A+ 87Gp, (5.12)

waarbij pg de energiedichtheid van het scalar veld is. Deze energiedichtheid kunnen we berekenen
door middel van de energie-momentum tensor. De energie-momentum tensor voor de actie (5.9)
is

1 1
Tuu :vu¢vl/¢ - §guuva¢va¢ - §¢2 (RHV - 2guuR> (513)
- fvuvu¢2 + Eguuvava(bQ

waaruit volgt voor de energiedichtheid van een scalar veld (de Ty component)
_ 1 12 H2 2 H ] 14
py = 59"+ 3EH¢" + 6CH oo (5.14)

en de bewegingsvergelijking voor ¢ (5.11]) kunnen we opschrijven als een functie met de schaalfactor

% + (Z)T ¢ = 0. (5.15)
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Doglov ontdekte dat het scalar veld niet altijd stabiel is, voor negatieve waarden van & is het veld
instabiel waardoor de effectieve kosmologische constante snel naar nul vervalt. We bekijken de

vergelijkingen (5.12)) en ((5.14)) en halen de 3¢ H?$? naar de linkerkant van (5.12). Hierdoor krijgen

we

3H%(t) = A+ 87G (;452 + 3¢H?p? + 6§H¢¢) (5.16)
3H? (1 —81GE¢?) = A + 871G <;¢52 + 6§H¢q5> (5.17)
3H? A (5.18)

S T-sxGe?

en de 3H? wordt in een dS ruimtetijd gelijk aan de effectieve kosmologische constante A.g en met
behulp van (5.15)) kunnen we kijken hoe ¢(t) afhangt van de tijd waardoor we zien hoe de effectieve
kosmologische constante zich gedraagt. In vroege tijden kunnen we (5.15)) oplossen waaruit volgt

(1 + 136g|); - 1] (5.19)

dus in vroege tijden zien we dat ¢(t) steeds groter wordt wat betekent dat de effectieve kosmolo-
gische constante steeds kleiner wordt als & < 0.

B(t) = poe?"; waarbij = gH

A

A = ———
T 14 8nG|E|¢2

(5.20)

Op latere tijdstippen blijkt dat ¢(t) o< ¢ waaruit volgt dat lim;—,o, Aeg — 0. De kosmologische
constante kan dus groot zijn in het begin en wordt steeds kleiner zoals we willen. Echter, deze
methode heeft een vervelend effect op de constante van Newton G, want deze zal hierdoor ook
veranderen in de tijd met een effectieve constante van Newton

G

Gett = 17 87G|¢|p2

—0 alst— o0 (5.21)

en dit komt niet overeen met observaties, waardoor dit toch geen oplossing voor het probleem is,
ondanks dat het er veel belovend uitzag aangezien de kosmologische constante zich gedraagt zoals
we willen. Dit is natuurlijk niet de enige mogelijkheid om de kosmologische constante tijdathanke-
lijk te maken en de No-Go theorie te omzeilen, maar tot op heden is er nog geen oplossing gevonden
die het probleem van de kosmologische constante kan oplossen zonder dat daar vervelende effecten
bij komen kijken.

5.3 Het multiversum en antropisch selectiemechanisme

Dit idee is gebasseerd op statistische kansen en de zogenaamde string landscape [27]. De snaarthe-
orie is gebasseerd op het idee dat de elementaire deeltjes geen puntdeeltjes zijn, maar open of
gesloten snaren. Doordat snaren op een bepaalde manier trillen vormen ze een bepaald deeltje.
Om negatieve massa’s te voorkomen is supersymmetrie nodig en de ruimtetijd moet 10 dimensies
hebben om consistent te zijn. Om snaartheorie realistisch te maken moeten 6 dimensies gecompact-
ificeerd worden om een 4 dimensionele ruimtetijd over te houden en verder moet supersymmetrie
gebroken zijn (in ieder geval tot 10> GeV). Momenteel zijn er 5 consistente snaartheorieén met
een onderliggende M-theorie. Normaal, in 10 dimensies, heeft snaartheorie twee vrije parameters
[27], maar door 6 dimensies te compactificeren komen er extra parameters. Wanneer de 5 consis-
tente snaartheorieén gecompactificeerd zijn op een bepaalde manier vanuit hun 10 dimensionele
ruimtetijd, dan kunnen we deze theorieén parameterizeren met een set parameters die we mod-
ult noemen. Deze moduli zijn gerelateerd aan de vacuiim verwachtingswaardes van verschillende
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dynamische velden en deze hebben verschillende waarden afhankelijk van de gebroken supersym-
metrie. Dit betekent dus dat er vanuit de snaartheorie verschillende 4 dimenionele vacua kunnen
zijn, waardoor er dus verschillende py,. kunnen zijn. Hoeveel verschillende vacua er kunnen zijn
is nog onduidelijk, echter een grove schatting laat zien dat men zou kunnen verwachten dat er
zo'n ~ 10199 [29] verschillende vacua zouden kunnen Zier en dat er tussen elk vaculim een en-
ergie verschil is van zo’n ~ 10_1000A§lanck (een homogene verdeling). In ons unversum hebben we
echter te maken met één vacuiim, dus stel dat er meerdere universa zijn, een multiversum, dan
heb je dus een bepaalde kans wat het vacuiim toestand is in dat universum. Dus stel we hebben
~ 101999 yniversa, dan heb je dus een bepaalde kansverdeling van de vacua en de energiedichtheid
die daarbij hoort. Het antropisch selectiemechanisme verteld ons dat sommige parameters die
het universum bepalen niet uit fundamentele theorieén komen, maar uit het feit dat intelligente
waarnemers alleen die waarden observeren die intelligent leven mogelijk maken. Uit de bovenge-
noemde ~ 10199 vacua zouden er zo'n ~ 10°%° vacua geobserveerd kunnen worden door intelligente
observatoren. De overige vacua kunnen niet waargenomen worden; als de energiedichtheid van het
vacuiim te groot is dan zal het universum te snel expanderen, waardoor stervorming al erg lastig
wordt en intelligent leven lijkt zich onmogelijk te kunnen vormen, als de energiedichtheid van het
vacuiim negatief is (in dat geval heb je een Anti de Sitter ruimte, kortweg AdS) dan zorgt dit voor
een big crunch, bij erg negatieve waarde volgt er al vrij snel een big crunch, waardoor intelligent
leven zich niet heeft kunnen vormen. Dus dan is het logisch dat wij een kosmologische constante
meten van ~ 107129A4 Deze methode vertelt ons dat het logisch is dat de experimentele

planck*®
waarde niet zo groot kan zijn als de theoretische waarde.

5.4 Discussie

De suggesties die hier gegeven zijn, zijn slechts enkele van de vele suggesties die in de loop der
jaren voorbij zijn gekomen. Toch hebben alle suggesties tot op heden iets met elkaar gemeen, ze
vormen niet de gewenste oplossing die gezocht wordt voor dit probleem. Alle theorieén hebben
hun onaantrekkelijkheden, bij de een blijft de vacuiim contributie aan de kosmologische constante
te groot en bij de ander treden er vervelende effecten op of is de theorie simpelweg niet te testen.
Het ziet er naar uit, dat de huidige natuurwetten tekort schieten om dit probleem op te lossen, een
theorie die dieper hierop kan ingaan heeft meer kans om een oplossing te vinden. In dat opzicht
is het zeer interessant wat een consistente en complete theorie van quantum gravitatie doet met
dit probleem. Een theorie van quantum gravitatie is zojuist al voorbij gekomen, namelijk de
snaartheorie. We zagen zojuist dat uit de snaartheorie volgt dat je een string landscape hebt en
dat er dus veel verschillende vacuiim toestanden gemaakt kunnen worden aan de hand van snaren.
Voorlopig blijft het probleem onopgelost en alleen daarom blijft het een uitdaging om een oplossing
te vinden.

1Dit komt doordat geschat wordt dat de compactificatie zo’n 1000 of meer vrijheidsgraden kan opleveren.
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Hoofdstuk 6

Conclusie

De introductie van de quantumveldentheorie loste een aantal problemen op, het creéerde op zijn
beurt weer nieuwe problemen, ogenschijnlijk nog groter dan de problemen die het oploste. Een
voorbeeld van zo’n probleem is de energie van het vacuiim, waar deze nog eindige waarden had
in klassieke theorieén en in de quantum mechanica, divergeert de energie van het vacuiim in de
quantumveldentheorie en krijgt het geen eindige waarde. Door een fysisch argument is dit
probleem nog te omzeilen, waaruit volgt dat de energiedichtheid van het vacuiim pyq. ~ 1074
GeV* is. Dit is geen probleem zolang er geen zwaartekracht bij komt, men kijkt dan toch alleen
naar energie verschillen en dan zal de bijdrage van het vacuiim weer wegvallen. Nu kan men
zich afvragen of deze energiedichtheid wel een reéel effect is. Dit kan door te kijken naar de
quantumfluctuaties van het vacuiim. Uit berekeningen van Casimir blijkt dat deze fluctuaties
ervoor zouden zorgen dat twee ongeladen, geleidende platen in het vacuiim elkaar aantrekken. Deze
voorspelling is door verschillende experimenten bevestigd, waardoor we de energiedichtheid van
het vacuiim als een reéel effect kunnen zien. Nu kunnen we bekijken wat er gebeurd als gravitatie
een rol gaat spelen. Als gravitatie een rol gaat spelen, dan volgt eruit dat de energiedichtheid van
het vacuiim equivalent is aan de kosmologische constante, de parameter die nog ingevoerd was door
Einstein. Aan deze kosmologische constante kunnen metingen worden gedaan waaruit een boven
limiet volgt voor de energiedichtheid van het vacutim van pyqc ~ 10~%7 GeV*. Dit verschil levert
de beroemde factor ~ 10'2° op. Dit is een probleem, waarom is de theoretische waarde zoveel
groter dan de experimentele waarde? Er zijn onderhand veel suggesties om dit probleem op te
lossen, waaronder supersymmetrie, een tijdafhankelijke kosmologische constante, uit antropische
redenaties, maar geen van alle suggesties geven een bevredigend antwoord tot zover. Het lijkt
er daarom op dat het wachten is op een complete en consistente theorie van quantum gravitatie
voordat dit probleem wellicht opgelost kan worden.
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Bijlage A

Notatie

Over het algemeen wordt in het verslag een bepaalde notatie gehanteerd. Een handige notatie om
te gebruiken is i = ¢ = 1, dit om formules te vereenvoudigen, echter mocht het nodig zijn om #
en c te gebruiken, zoals in sectie dan zal dat vermeldt worden. De eenheden voor fysische
grootheden zijn hierdoor als volgt.

[Lengte] = [Tijd] = [Energie] ' = [Massa] " (A1)
Aangezien de eenheid van energie in GeV is, zien we meteen dat de massa ook uitgedrukt wordt in
GeV en tijd en lengte worden in GeV ~! uitgedrukt. De waardes van de constanten in SI eenheden
zijn
h=1,054571-10"34Js
c=2,99792458 - 10%ms !
G =6,674-10""m3kg 1572 (A.2)

Doordat er vier dimensies zijn, wordt er gewerkt met vier vectoren; de covariante en contravariante
vectoren. Deze vectoren zijn als volgt

Contravariant z* = (¢,z,y, 2) (A.3)
Covariant z,, = (t,—z, -y, —2) (A.4)
waarbij u = 0,1,2,3. Dus 29 = 2° en x; = —2° waarbij i = 1,2,3 en deze 2° = Z de vector in de

X, v en z-richting is. Voor vier vectoren worden dus griekse indices gebruikt; voor drie vectoren
worden latijnse indices gebruikt. De inproduct van twee dezelfde viervectoren gelijk is aan

3 3 3
- "o B — HopV
T = E Tt = g atx, = E guatx (A.5)
n=0 pn=0

w,v=0

waarbij g,,,, de metriek tensor is. Door gebruik te maken van de Einstein sommatie conventie,
die ons verteld dat we bij gelijke indices boven en onder moeten sommeren over die indices, krijgen
we

-z =gurtz’. (A.6)
We maken gebruik van een lorentz invariante lengte

2_42_,2_,2_ .2

s -y -2 =guattt =z (A.7)

wat dus betekend dat een viervector in het kwadraat gelijk is aan een lorentz invariante eenheid.
Aan de hand hiervan wordt de standaard metriek gedefiniéerd.

1 w=v=_0
uv = -1 n=v= 1,2,3 (AS)
0 uw#v

42



Doordat p en v van 0 tot 3 lopen, krijgen we een 4 bij 4 matrix als metriek tensor

1 0 0 0
0 -1 0 0

=10 0 -1 o0 (8.9)
00 0 -1

Een metriek met wordt ook wel de Minkowski metriek genoemd en genoteerd als g, = 1.
Vervolgens is g"” de inverse van g,,; voor de Minkowski metriek geldt n*¥ = 7,,,. De gebruikte
metriek van word ook wel de 'mostly minus’ metriek genoemd, aangezien je ook de 'mostly
plus’ kan opstellen met diag(-1, 1, 1, 1). Er is namelijk geen fysisch verschil in het gebruik van de
‘andere’ metriek, alleen zullen sommige formules veranderen doordat er een - teken bijkomt. Als
standaard metriek zal gebruikt worden.

Lorentz transformatie
Zoals we uit vergelijking (A.5)) zien, kunnen we z,, schrijven als
Z, = g’ (A.10)

Stel dat we naar een ander inertiaalsysteem overgaan, dan weten we dat de s uit (A.7) een
behouden grootheid is, dus krijgen we

t2 —a? —y? % = a? g P (A.11)

waarbij de nieuwe codrdinaten z'# opgeschreven kan worden als functie van de oude coérdinaten
't = Atz (A.12)

x, = Ay, (A.13)

waarbij A¥ de Lorentz transformatie matrix is (niet te verwarren met de kosmologische constante)
en als geldt dat

Gutz’ = g a'ta’” (A.14)
dan spreken we van een Lorentz transformatie. Let op dat A%, # A7 omdat
ax' =AY A (A.15)

waarbij x - x Lorentz invariant is, dan volgt daaruit dat AA%, = 1; dus A/ is de inverse matrix
van A¥,.

Afgeleides

Een divergentie in drie dimensies noteren we met een nabla V = (8%, 3%, %) = % waarbij ¢

gesommeerd wordt van 1 tot 3. In vier dimensies zit ook de ¢ = 0 component erbij, waardoor we
hetvolgende kunnen noteren.

0 -
5o = (0:V) =0, (A.16)
2 (9% =0 (a7
”w

Uit de combinatie van deze afgeleides krijgen we

9,0t =0 =092 - V? (A.18)

waarbij (0 de d’Alembertian genoemd wordt. De lorentz transformatie van de afgeleiden is
8/2 =A,0, (A.19)
oM = A", 0" (A.20)
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waaruit volgt dat de transformatie matrix geschreven kan worden als

v
v _ ox
B Qe

(A.21)

Tensoren

Hierboven staan al twee tensoren; de metriek tensor g,, en de Lorentz transformatie matrix A#, .
Om preciezer te zijn, dit zijn tensoren met rank 2 en deze kunnen gerepresenteerd worden door
een matrix. Een tensor met rank 0 bestaat ook, dat is gewoon een scalar en deze noteren we als A.
Een (contravariante) tensor met rank 1 is een vector A*. De metriek tensor g, is een covariante
tensor, de inverse van de metriek is een contravariante tensor g*¥. De Lorentz transformatie
matrix heeft een index boven staan en een index onder, dit is een gemixte tensor. De Lorentz
transformatie van een contravariante tensor gaat als volgt.

AR = A“aA”ﬂAag (A.22)
Voor een symmetrische tensor geldt dat de indices verwisseld kunnen worden;
AW =AY of Ay = Ay, (A.23)

Een voorbeeld van de symmetrische tensor is de metriek tensor, dus geldt g,, = g,,. Een anti-
symmetrische tensor wordt negatief bij het verwisselen van de indices;

AP = — AV of A, = —Ay,. (A.24)

Er zijn ook hogere orde tensoren, zoals het Christoffel symbool I'jj,, een tensor met rank 3.
Een tensor met rank 3 kan (zoals in geval van het Christoffel symbool) gevormd worden door
vermenigvuldiging van tensoren. Voor een algemene tensor met rank 3 geldt dan

A%, = B*Cy, = D*’Eg,,. (A.25)

Het Christoffel symbool hangt af van de metriek tensor.

1
qu = igaﬁ [auguﬁ + a,ugz/,é’ - 6ﬁg;w] (A26)

Covariante afgeleide

Om ervoor te zorgen dat het actie principe gebruikt kan worden wanneer gravitatie een rol speelt,
moet de poincaré invariante actie veranderen in een algemene covariante actie. Hiervoor moeten de
partiéle afgeleides 9,, vervangen worden door de covariante afgeleides V,,. De covariante afgeleide
is een tensor die gereduceerd wordt tot een partiéle afgeleide van een vector veld in cartesische
coordinaten. Voor een scalar geldt dat de covariante afgeleide gelijk is aan de parti€le afgeleide;
V,A = 0,A, waarbij A een willekeurige scalar is. Voor een vector komt er een extra term bij,
aangezien er zowel een covariante (U),) als een contravariante (U#) vector bestaat, zijn er dus twee
mogelijkheden. Voor een willekeurige vector geldt

V.U, = 8,U, —T%,U, (A.27)
V.U =9,U" +T%,U° (A.28)

waarbij het Christoffel symbool I'" hierboven (A.26]) gedefiniéerd is. We kunnen de covariante
afgeleide ook gebruiken bij tensoren, waaruit dan volgt

VU = 0aUuy — T8 Us, — T8, Uy (A.29)
VUM = 0,UM —Th U —T% U (A.30)

waarbij U, een willekeurige covariante tensor is en U*” een willekeurige contravariante tensor.
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